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LA RECHERCHE EXPEÉRIMENTALE DE L'ORDRE D'OSCILLATION 
ET DU FACTEUR DE RASSEMBLEMENT CINÉMATIQUE 
D'UN KLYSTRON REFLEX 
) 

PArR M. DE BENNETOT. 


Département Électronique. Centre de Recherches Techniques de la Compagnie générale de T. S. F. 


SOMMAIRE. Dans cet article, Vauteur étudie les moyens de délerminer expérimen- 
talement deux des paramétres de fonctionnement du klystron reflex, « Pordre Poscillation » 
et le « facteur de rassemblement cinématique », quantités qui font intervenir la structure 
de Pespace réflecteur et les effets de la charge dV'espace el donne les résultals des mesures 
effectuées sur un tube particulier. (C. D. U. : 621.336.615. 142.2) 


- SUMMARY. In this article, the author considers means for the experimental deter- 
mination of two of the parameters in the operation of the reflex klystron « the mode of 
oscillation » and « the bunching effectiveness factor »; these quantities take into account the 
structure of the repeller space and the effect of space charge; the author gives the resulls 
of measurements on a particular tube. (U. D. C. : 621.396.615.142.2) 


Introduction. Pour déterminer Pordre «Poscillation, on peut 


. utiliser une loi de similitude de Poptique électro- 
Cet article contient une étude des méthodes qui , 

 nique qui tient compte de la charge dV'espace. Ce 

permettent de déduire de quelques mesures expéri- dé 

; procédé a été décrit, il y a déja plusieurs années [1]. 
mentales la valeur de deux parameétres de fonction- 


6 ; De la méme loi, on déduit également deux relations 
nement d'un klystron reflex : Vordre Poscillation, 
, qui montrent comment varie la phase du courant 


Fune part, quí est lié á une relation de phase entre 
modulé lorsque Pon modifie légéerement, soit la 


tension Vaccélération, soit la tension du réflecteur. 
En rapprochant ces deux relations on peut obtenir 
le facteur F. 

Ces relations font seulement intervenir la tension 
du réflecteur V;, la tension d'accélération V, et 
en pratique pour deux raisons : la charge Vespace — pour un ordre donné, au voisinage du point de 
Ereee par le faisceau électronique et la courbure  fonctionnement. La détermination de F ne demande 
de Pélectrode réflectrice. 


la tension de haute fréquence de la cavité et le 
courant électronique, modulé en densité, qui la 
traverse; le facteur de rassemblement cinématique, 
autre part, généralement noté F, facteur correctif 
de comparaison entre le champ réflecteur constant 
postulé dans le cas « idéal » de la théorie approchée 


et le champ réflecteur réel, non constant, que Pon la variation de Pune en fonction de Pautre, , 


donc, en fait, qu'une seule mesure expérimentale, 
Cest en effet par la recherche de ces deux para- NV 
metres qu'il semble normal de commencer une celle de IR 
etude du fonctionnement du klystron reflex. Tandis  cavité, on peut tracer la courbe de variation des 
que Pun, Pordre Voscillation, exprime que la diffé- diverses valeurs que prend F en fonction de la. 
rence de phase entre tension et courant peut prendre tension du réflecteur (fig. 8). Ce diagramme se 
une série de valeurs qui different entre elles de X.27, conserve dVailleurs á peu de choses pres dans la 
et qui correspondent aux divers modes d'oscil-  bande V'accord de la cavité (fig. 10). 
lations, Vautre analyse le fonctionnement du champ l'examen des résultats numériques montre le 
reflecteur en tant qw'organe de rassemblement, c'est-  róle déterminant que joue la charge dVespace sur 
á-dire organe de transformation de la modulation le rassemblement électronique, dans le klystron 
de vitesse en modulation de densité. reflex, surtout sur les ordres elévés. C'est d'ailleurs 


et, á une fréquence donnée de la 


y 


ce que laissaient prévoir les théories approchées 
du groupement cinématique qui tiennent compte 
de la charge Pespace [2], [3], [4], [5], [6], et ce 
qu'avaient confirmé des évaluations indirectes de F, 
tirées de la confrontation dans le cadre de la théorie 
approchée d'une série de mesures expérimentales [2]. 

Ces résultats peuvent étre interprétés de la facon 
suivante : dans le réflecteur réel á charge d'espace, 
lorsque le klystron oscille sur Pordre N, on peut consi- 
dérer que tout se passe, pour le rassemblement cinéma- 
tique comme dans un klystron á champ réflecteur 
constant á condition de prendre pour valeur de Pordre : 
FN. EN, que Pon peut appeler par opposition «ordre 
de rassemblement », varie de facon considérable d'une 


extrémité á Pautre de Pordre dPoscillation N (fig. 11). 
Le champ réflecteur se conduit ainsi, en fonction 
de la charge dV'espace variable qui y est eréée par 
le faisceau électronique sur les diflérents ordres, 
- comme un transformateur á rapport variable. 
Les résultats numériques mettent aussi en évidence 


le róle important que joue Pespace de glissement 
« parasite » que contient tout klystron reflex et qui 
est constitué au minimum par la demi-longueur 
du champ H.F. et surtout par Pépaisseur de la 
grille, du cóté du réflecteur, lorsqu'elle existe. 

La « démodulation » du faisceau qui s'y produit 
abaisse la valeur de F qui apparait comme la résul- 
tante de deux actions inverses (fig. 9) : la charge 
WVespace quí Paceroít, Pespace de glissement qui 
la réduit. Sur les cCest la charge 
Pespace quí Pemporte et F est supérieur á Punité. 
Sur les ordres bas, la charge d'espace est plus faible, 
Pespace de glissement 


ordres ¿levés 


plus important en valeur 
relative, F peut étre inférieur á Punité. 

Enfin, Peffet de la courbure de Pélectrode réflec- 
trice [7] s"ajoute aux deux précédents et rend le champ 
non uniforme, méme en Pabsence de charge d'espace. 

En ce qui concerne la détermination de Pordre 
WPoscillation on pourra s'adresser, au choix, soil 
aux procédés déjá connus discutés au paragraphe 2, 
oú leurs formules sont indiquées, soit au procédé 
décrit á leur suite et qui utilise la mesure déjá 
y 

lls sont de valeur á peu pres équivalente et, en 
général, Pidentification de Pordre dPoscillation ne 
présentera pas de difliculté particulicre. 


employée pour F, celle de 


l. Loi de similitude de l'optique électronique. 


Lorsque Pon multiplie par un méme facteur les 
tensions d'un tube, les trajectoires sont conservées 
1 
et les temps de transit varient comme [V] ?. 


BENNETOT 


Appliquons cette loi á la phase de PFélectron non 
modulé ou électron « central » du paquet. On su] | 
sera que cette phase se confond pratiquement aver 
celle du courant électronique, modulé en densité 
Elles peuvent en réalité diflérer légerement mais 
comme on utilisera des points de fonctionnement oi 


la tension H.F. conserve á peu pres sa valeur, 
cette diflérence de phase sera constante et n'inter- 
viendra pas dans la diflérentiation. 

On éerit, pour Pélectron non modulé, de phase /, 
que Pon peut exprimer sa variation de phase di 
en fonction de Pune seulement des tensions qui 
varient dans un rapport constant. 

On a, par exemple, en choisissant la tension 


Paccélération Vo, 
(1) 
> 
= const. E 


Dans un klystron reflex, trois tensions varient : la 
tension du réflecteur la tension WV'accélération Y,, 
la tension du wehnelt W.. 
Ferivons la différentielle totale 
dy 


=( 7 (7) ¡+ Jam. 
On peut négliger Paction du wehnelt, tres faible 
en général. Il est dPailleurs possible de conserver 


le terme correspondant sans difliculté. 


Il vient, lorsque const. 


P'oú 
do 
Ye | =eonst. 
et 
(3) 
(7%) 


Dans ces relations, pour éviter toute ambiguil 


| 
absolue. L'écriture indiquée correspond au cas usuel 


oú les courbes /) 


de signe, on a pris V, positif et en valew 


const., dans le diagramme (Vr, V4) 
sont á pente négative. 

Si Pon se reporte au diagramme (Va, Vo), Pinter 
prétation du caleul précédent est la suivante : sol! 
un ordre 0, un point de fonctionnement en A. 5 
Pon se déplace, á const., de A en B, / vane 


de et Pon peut exprimer ce en fonctiol 


de dV, AR [relation (1)]. 
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ORDRE DOSCILLATION ET FACTEUR 
Cette variation d) peut aussi étre obtenue par une 

variation de tension VPaccélération V,, a = const. 

(chemin AC) ou par une variation de tension du 


const. (chemin AD). 


réflecteur Vr a Vo 


On notera que les formules que Pon obtient dans 
le cas particulier du champ réflecteur uniforme 
vérifient les relations (2) et (3) 


( 7) ) 

E 


Un peut tirer des formules analogues aux précé- 
dentes, de Pexamen d'un diagramme (V;, f), tension 
reflecteur-fréquence (fig. >). 

Comme précédemment, on peut passer de 0 
a 9 +d0, soit par une variation de la fréquence de 
la cavité, á const. (chemin AB), soit par 
une variation de la tension du réflecteur, á fréquence 
fixe de la cavité (chemin AC). 

Sur le chemin AB, Y, 


const., = const.; le 


temps de transit de Félectron central est constant 


a cela pres que la largeur de la fente H.F. varie 
tres légerement. Mais il ne s'agit que de la variation 
fraction la demi-distance inter-grilles 


Vun élément déja mineur Pespace de glissement 
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de la distance totale que parcourt Pélectron. Donc, 
á tres peu pres 


[7 IN = const. 


En diflérentiant Pexpression de Pangle de transit 


il vient 
0 
E 
et 
/ 


avec les mémes conventions que précédemment. 
En se rappelant que Pon a, Vapres Pexpression 
de la diflérentielle totale 


(57) 


on trouve 


2. Détermination de lordre d'oscillation. 


12 Sur le diagramme (V;, f), on a représenté 
deux ordres (fig. 3) : ils ont entre eux une diflérence 
de phase de 7. 


0=27N, 


pour mettre en évidence dans 0, le nombre de rota- 
tions completes. 


Il est inutile de supposer a priori que N appartient 
á la suite (n + 0,75), avec n entier. N est, pour le 
moment, quelconque. 

On a, en admettant, sous la réserve déjáa faite, que 
le temps de transit = est constant pour V, = const.;. 
V;, = const., malgré la faible variation de la distance 
inter-grilles 


0, +273=27 


D 
B 
A 
0 
V, 
A 
Y 0 n 
R Fig. 3 
A 8+d8 Posons 


106 OM. DE BENNETOT 
il vient, par division membre á membre : a y di 
pi Lorsque n croít, les valeurs de sur les 
y 1 Ordres y 
(6) rod successifs deviennent trés proches. Si Pon dispose Y, 
: dV'ordres bas, le choix de n est assez facile Au | 
8 / contraire, sur les ordres élevés, une faible impré 
” 
7) cision expérimentale peut entrainer une erreur oy 
une incertitude [de méme Papproximation intro. 
20 Sur le diagramme (Vr, on a également  duite dans Vétude de (Vy, f)]. 
figuré deux ordres (fig. 4). D'apres la loi de simi- Cette difficulté peut étre levée en utilisant |, 
litude, lorsque Pon maintient les tensions dans un relation (3). Soit une fréquence donnée de la cavité 
oú Pon peut observer plusieurs ordres N, N +1, 
pour des tensions du réflecteur Vio, Vi ,. 
+1 
v Sachant que d'un ordre au suivant la phase varje 
p=cte de 27 á 360%, on en déduit la valeur move 
= as. , 10venne 
entre deux ordres de (am): en degrés par volt, 
B 
A 8 par exemple : 
| n 
/ Mo 
8 ( | al PS. 
11) val, mov. de 
On . 
w D'autre part, de la relation (3), on tire en exprimant 
Fig.) 
la phase en degrés par volt, également 
rapport constant, les temps de transit varient ,,,, 
comme [V] *. Sur la droite AB, á fréquence fixe, > 
on a done 
400 
4L 
en ¿erivant, comme précédemment | 
4 le 
vient 
y 
(8) - | 
el 
a/el 
Y Y AS 
¿A moyenne 
P 0. oche les for q Valeur 
Lorsque Pon rapproche les formules (6) el (3), on moyenne 
voit que les deux procédés conduisent á cerire 
| 
A 
(10) —= = | . Y 
V =+- 1 ¿e 0 1 
0 200 400 5 800 1000 
Le  tableau  ci-dessous donne les valeurs du Fig. 5. — KR 331, f = 11 550 Mefs. 
rapport 5 pour les ordres usuels, 
valeur de N correcte, sur chaque ordre, est cell 
qui correspond á la courbe ( 5 ) qui admet pol 
0.733 0.871 valeur moyenne entre deux ordres les valeurs 
0,789 0.886 déduites de 1). 
0.826 0.897 Sur la figure 5, on a tracé ces courbes pour 


T 
y 
175 
4 y 
ey 


ent 


nal 


DOSCILLATION ET 


ORDRE 


kiystron reflex KR331, á f=11550Mcs, en 
supposant! successivement 5, 6 et 7 pour 
Vi = 930 v. 


La comparaison des valeurs moyennes conduit á 
adopter n = 6 (égalité des aires hachurées). 
Ce tracé est répété pour le méme 
=8 ¡oo Me s sur la figure 5 bis. 


tube á 


408 | n=7 
(99). 180N, 
aL 0 Vo VE o Va 
Yo 
Va 
0 200 400 600 800 
Fig. 5 bis. — KR 331, f = 8 ¿oo Mc/s. 


ll est clair qu'une précision moyenne des mesures 
sulit et qu'il ny a pas ambigúité dans le choix de n. 
Le procédé conserve son eflicacité pour les ordres 


Ol 
4S/volt 


| 


bl 
al 
0 
y 


clevés. Il est surtout utile lorsque, pour des raisons 

on ne peut faire varier V, qu'entre des 
limites étroites, ce qui ne permet pas dPutiliser le 
diagramme (V,, 


diverses, 


Vo) 


¿TEUR 
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Si Pon divise - ) par la fréquence d'oscillation, 
on obtient (au 27 


tielle ( 5 ) du temps de transit en fonction de la 
hi] 


pres), la dérivée par- 


tension du réflecteur qui est indépendante de la 
distance inter-grilles et se conserve donc dans toute 
la bande Paccord de la cavité. 

On peut sur la courbe (77) répéter le raison- 
nement qui a permis de déterminer N [on divise 
par f les deux membres des relations (11) et (1>)] 
et vérifier que, quelle que soit la fréquence utilisce, 
on trouve la méme courbe et que cette courbe admet 
bien pour valeur moyenne celle déduite de la diffé- 
rence des tensions du réflecteur (fig. 6). Ainsi se 
trouve confirmée la validité du procédé de recherche 
expérimentale. 


Détermination du facteur de rassemblement 
cinématique. 


Revenons aux relations (>) et (3). Elles expriment 
comment varie la phase du courant modulé lorsque 


Pon modifie légerement, soit la tension d'accélé- 
ration, soit la tension du réflecteur. 


Les deux dérivées partielles ( ) et Va ) n' ont 
( 


pas la méme valeur. En effet, tandis que V, v'agit 
que sur le champ réflecteur, V, agit sur ce champ 
et sur la vitesse initiale de Pélectron. Mais en ce 
qui concerne seulement Paction sur le champ, il 
y a symétrie complete : V;, et V, jouent le méme 
róle. 

On peut utiliser cette remarque pour calculer la 
variation de phase que subit un électron de vitesse 
initiale variation élémentaire de 
vitesse do . 

Pour se ramener 
que a tensions, on associe á la vitesse D., 


pour une 
á une relation ou n'interviennent 
la ten- 
sion 


ce qui fait correspondre á la variation de vitesse do,, 
la variation de tension dV, et Pon peut dire que 
si Pon change de d Y volts la tension Y Pun électron, 
on obtient une variation de sa phase d% que Pon 
peut obtenir également si Pon change de dY volts 
la tension V. et de dV volts aussi la tension du 
réflecteur Vy. Ceci s'écrit 


définie par 


“Y 
JU 
| 
Apré- 
r 
ntro- 
vit 
> 
> 


oú ( yv ) représente la variation de phase de Pélec- 
dv. 


tron que le transit dans le champ réflecteur fait 
correspondre á une variation de tension dY,, c'est- 
á-dire ce que Pon peut appeler le « rapport de trans- 
formation » du champ réflecteur 
You, VPapres (1.3) 


7) ) 6 
( ) 
de ADV, 2 Y 
A 7) “ | 
vu WPapres (;) 


Dans ces expressions, on a considéré implicitement 
la fente (interaction haute fréquence comme infi- 


niment étroite. Cest-á-dire que pour une fente de 
' largeur 2d, il faut réduire la tension par le coefli- 


cient 8, quí vaut 


—— 3 aveo — 


no 7 Un 


et prendre comme 
)- 


On déduit done de la variation de phase de 
tron central avec et quelle est la variation 
de phase que subit un électron d'énergie initiale eV, 
lequel agit une dV.. Le 


variation de phase 


Pélec- 
sur tension ¿lémentaire 


rapport ( 


-—valeur moyenne. En toute rigueur ( 


- ) que Pon détermine ainsi Nest qu une 
y est diflérent 
sur chaque trajectoire d'électron et varie 
Vamplitude de la tension de haute fréquence. 
rapport de transformation » 
déduit (une facon 


avec 


Connaissant le « 
«dun champ réel, on 
générale un facteur correctif qui permet d'intro- 
duire les champs constants dans Pécriture 
des formules de la théorie approchée. En effet, 
dans la théorie approchée, on a Pabord, 
— pour ne pas compliquer inutilement les équations 
et pour dégager clairement le sens physique du 
groupement cinématique qui s'opere dans le champ 


en tres 
non 


supposé 


réflecteur —, que ce champ réflecteur était constant. 
Le temps de transit électron «d'énergie 
ale eV, est dans ces conditions : 
== 2 , 
e Pi+ 


ou d désigne la profondeur du champ réflecteur et oú 


Pon a posé 


eV. 


3 
mvi=e/V,= 
, 


La variation de phase de Pélectron avec la tension y. 


est 
0) ) 


(16) 
WIA 


Pour utiliser correctement les formules de la théorie 


approchée lorsque le champ réflecteur Wa pas 
cette forme idéale, c'est-á-dire nmMest pas constant 
il faut substituer á ce « rapport de transfor- 


mation » 


) » le « rapport de transforma- 
1 €nst. 


) h 


Pon a cherché á déterminer par la relation (1 4). 


tion » du champ réflecteur réel ( + celui que 


You Pintroduction du facteur correctif F, dit 
[A Facteur de Rassemblement:F 


02 0% 06 08 1 12 14 18 18 2 


« facteur de rassemblement cinématique » et qu 
vault 

ch. reel 


7 
yv. ch. const. 

dl. 


it 
En admettant la valeur de ( , que fourni 


Péquation (14) on trouve 


| 

—-- 

 |9V, 

et VPapres (15), 
A 

(19) 

W 


L'équation (19) ne donne quw'une valeur approchee 
de F, par défaut, en raison de Phypothese discutee 


ded 
mE: 
06 
je 
05 
F-0,50 
os 
03 F- 015 > 
F=1 
A 
+ F=15 Vi 
02 
22 
al odo 
vi 
| 
he 
des 
¿4 g 
( 
] 
S 
E 
( 
Y ( 
| 


ul 


ORDRE DOSCILLATION ET 


qu paragraphe 1 qui a été admise pour Pinterpré- 
tation du diagramme (Va, f). 
La valeur du degré de rassemblement 9 sen 


déduit : 

6 PAI » Va 


la remarque déjá faite f réduit 


puisque Papres 
la tension H. F. 


La valeur de F' sur les diflérents ordres obser- 


3 F-PIV 
F 

? 


0 200 600 


Fig. s. — KR 331, = 400 Mefs. 


vables a été portée sur la figure S en fonction de 
la tension réflecteur, dans le cas d'un klystron 
reflex KR 331, oscillant sur 00 Mes. On 
voit que F est voisin de 0,8 pour les ordres bas et 
s'éloigne ensuite assez rapidement de cette valeur 
pour atteindre 3. 

Il reste encore á faire la part, comme il a été dit 
dans Pintroduction, de ce qui dans ce facteur F 
global revient á Peffet proprement dit de la charge 
Vespace et de la courbure de Pélectrode réflectrice 
et de ce quí est dú á Paction « démodulatrice » de 
Pespace « parasite » de glissement. 

On sera ainsi amené á introduire le facteur Fy 
(facteur de rassemblement dans le champ réflecteur 
proprement dit) qui représente uniquement ce qui 
se passe dans le champ de freinage. C'est ce facteur F; 
que cherchent á déterminer les théories approchées 
du groupement cinématique qui tiennent compte 
de la charge WVespace et qui ont été signalées sous 
les références 121, 13), [4], [5], [6]. 

On a, en désignant par 0, Pangle de transit dans 
Pespace de glissement et 0, Pangle de transit dans 
Pespace de freinage, 


Cr.) = +(3%.)- 


FACTEURK 
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Dans Pespace de glissement 
) UR 

' 

En posant, pour le champ de freinage a 
( 00. 


Fn= 
il vient 

ou encore 

UN F 
(11 = Fn— (Fr 

La figure y représente F en fonction de el 


De la formule (21) on déduit une valeur limite de F 
dont on se rapprochera sur les ordres bas. On a, 
en ¿crivant que Fy, qui est toujours supérieur á 
Punité, est alors voisin de 1 : 


Valeur limite de -> 
ME. 
R 9 
F fonction de Fy et de 6 
2 


0 0,2 0.6 
Fig. O. 


On en déduit également que dans un klystron ou Pon 
accorde la fréquence de la cavité par modification 
de la longueur du champ H.F., F décroitra tres 
légerement avec la fréquence pour Vy, = const. 

En effet, avec V,=const., Vy-=const., les 
trajectoires sont inchangées dans le réflecteur, 
F¡; est constant tandis que 

O, 


croit lorsque 7, croit (7, = const.). 


Ve 
rie 
Jas E 
nl, 
3 
2 y 
1,5 
05 
0, 
vil 
| 


Cest ce qui apparaít sur la figure 10 oú Pon a 
porté F en fonction de la tension du réflecteur V; 


3 

(1) 
0 200 400 600 800 1000 


10. 400 Me/s; IL f 11 550 Me/s. 


pour deux fréquences éloignées de la bande d'accord 
de la cavité. 1 ne sSagit cependant que d'un écart 
faible; sur la figure 11, enfin, on a tracé la valeur 
que prend FN sur les diflérents ordres en fonction 
de la fréquence de la cavité. FN représente comme 
il a été dit « Pordre de rassemblement » qui, á chaque 
tension du réflecteur, se substitue, en ce qui concerne 
le groupement des électrons, á Pordre Voscillation N. 
Il faut remarquer que ceci ne sépare pas Paction 
de Pespace de glissement de celle de la charge 
VPespace. 
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Conclusion. 


On voit que les propriétés de rassembleur cinéma. 
tique du champ de freinage varient de facon tri 
sensible avec la valeur de la tension du réflectenr e: 
que pour donner une interprétation exacte du fon. 
tionnement du klystron reflex, il faut joindre la 
détermination de F á celle de Pordre d'oscillation, 

C'est, á la fois, la courbure de Pélectrode 
trice, la charge d'espace créée par le faisceau électro. 
nique dans le champ réflecteur et la longueur di 
Pespace de glissement qui déterminent F. La dif. 
culté qu'il y a, á donner une analyse théorique 
valable de cet ensemble justifie Pemploi d'un 
mesure expérimentale de F qui peut étre utiliss 
WVailleurs á la fois pour la mise au point des tubes 
et pour la recherche de la solution A J 
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SOMMAIRE. 


SUMMARY. 


mule to be applied in practice are developed. 


- INTRODUCTION. 


Dans la premiére partie de Pétude, on examine 
Pexactitude avec laquelle on obtient en optique 
électronique dans un systéme de révolution les 
¿léments de Poptique gaussienne, soit la position 
et la grandeur de VPimage, et les trajectoires des 
clectrons voisins de Vaxe, lorsqu'on remplace la 
distribution de potentiel le long de Paxe par une 
autre distribution légérement différente. On trouve 
que cette maniére de faire est permise dans de trés 
larges limites pour le calcul des trajectoires, celles-ci 
étant obtenues avec une bonne approximation á 
partir de distributions de potentiel approchces. 
On remplace done la distribution de potentiel 
morceau par morceau le long de Paxe par d'autres 
distributions de potentiel pour lesquelles on sait 
calculer les trajectoires. On dérive pour un potentiel 
divisé en plusieurs domaines successifs, les expres- 
sions donnant les trajectoires et les éléments du 


La méthode pratique de calcul des trajectoires, qui consiste ú diviser Uespace 
en intervalles successifs oú le potentiel est approché par des distributions pour lesquelles les 
trajectoires sont connues, est étendue au calcul des “aberrations du troisieme ordre. Il se révele 
possible P'intégrer complétement dans ces conditions les expressions donnant ces aberrations. 
Les formules ú utiliser dans la pratique sont développées. Les résultats obtenus par cette méthode 
dV'approximation sont en excellent accord avec les résultats obltenus par la méthode directe dans 
tous les cas connus. Comme application, toutes les aberralions du troisieme ordre d'une lentille 
magnétique et d'une lentille électrostatique sont calculées en fonction de la puissance de la 
lentille. 


The practical method of calculating trajectories, which consists in dividiny 
space in successive intervals where the potential is approached by distributions for which the 
trajectories are known, is extended to calculation of third-order aberrations. It emerges that in 
these conditions the expressions giving these aberrations can be completely integrated. — For- 
Results obtained by this method of approxima- 
tion are in perfect accord in all known cases, with results obtained by the direct method. In 
application, all third-order aberrations in a magnetic or an electrostatic lens are calculated as 
a function of the power of the lens. 


premier ordre, dans la forme oú nous en aurons 
besoin par la suite. Les aberrations chromatiques se 
déduisent immédiatement des expressions  ainsi 
trouvées. 

Dans la seconde partie de Pétude, on examine 
les facteurs dont dépendent les aberrations du 
troisieme ordre. Dans les systemes purement électro- 
statiques, on voit qu'il sufflit de tenir compte de la 
seconde dérivée du potentiel le long de Paxe, car 
on arrive á éliminer les dérivées supérieures en 
intégrant par parties les expressions donnant les 
aberrations. Ceci une fois reconnu, la seconde dérivée 
du potentiel est approchée par une fonction en 
escaliers composée de constantes valables dans 
des intervalles successifs. On trouve qu'il est possible 
d'intégrer complétement dans ce cas toutes les 
expressions donnant les aberrations du troisieme 
ordre. On discute mathématiquement Pordre de 
grandeur de Perreur commise sur les aberrations 
pour une approximation donnée de la dérivée seconde 


ur 
1 
. 


du potentiel. Dans le cas du champ magnétique, 
on trouve un procédé analogue pour intégrer comple- 
tement les expressions donnant toutes les aberra- 
tions. 

Les formules ainsi obtenues permettent déjáa le 
calcul complet des aberrations du troisieme ordre 
pour un systéeme quelconque de révolution, avec 
lPapproximation souhaitable. Un  paragraphe 
encore consacré á la réduction des aberrations dans 
le miroir électronique. 


est 


Dans la suite de Pétude, on considere la maniére 
dont les aberrations dépendent de la position de 
Pobjet et du diaphragme limitant le faisceau par 
rapport á la lentille. Pour sS'en faire une idée, il 
West nécessaire de calculer les aberrations á 
nouveau pour chaque position de Pobjet ou du 
diaphragme. On trouve qu'il suflit d'avoir calculé 
les coeflicients P'aberration pour le cas oú Pobjet 
se trouve au foyer et le diaphragme á Pinfini du 


pas 


coté objet, ou au foyer du cóté image (éclairage 
parallele). Les formules donnant toutes les aberra- 
tions du troisieme ordre pour n'importe quelle 
position de Pobjet ou du diaphragme en fonction 
de ces coeflicients sont indiquées. 

La troisieme partie contient des applications. 
On étudie suecessivement une lentille magnétique 
et une lentille électrostatique pour lesquelles Paber- 
ration de sphéricité a été calculée exactement par 
Glaser et par Zworykin respectivement. Les résultats 
trouvés par notre méthode approchée pour cette 
aberration concordent avec les valeurs données par 
:alculé 
pour ces deux lentilles toutes les autres aberrations 


ces auteurs. Pour finir, nous avons encore 


du troisieme ordre en fonction de la puissance de 
la lentille. 


I. PROPRIÉTÉS DE L'OPTIQUE ÉLECTRONIQUE 
DU PREMIER ORDRE. 


1.1. Influence de petites modifications du poten- 
tiel sur la trajectoire des électrons. 


Posons-nous la question de savoir avec quelle 
exactitude il est nécessaire de connaítre le potentiel 
pour obtenir la trajectoire un électron avec une 
précision voulue. Le plus simple est de partir de 
Péquation rayons paraxiaux dans un plan 
méridien d'un systeme de révolution, sous la forme 


des 


oúu Y (2) représente le potentiel sur Paxe z et y la 


distance r de Pélectron á Paxe, multipliée par -* [1]. 
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Le signe prime désigne une dérivée 


par rapport 
Nous conviendrons que le potentiel 4 soit 
¿gal á zéro á Pendroit ou la vitesse de Vélectron 
est nulle. 

L”erreur v qui se produit lorsque diflére du 
potentiel réel une petite quantité Y s'obtient 
moyen de Péquation 

34 


au 


ou f exprime Perreur commise sur le rapport » 
qui est égale á A 
db db 
00 


l'erreur v commise sur la trajectoire devient don 


bp. 


ou p el q désignent les deux solutions lincairement 
indépendantes de Péquation difTérentielle des rayons 
paraxiaux, dont y est une combinaison linéaire [?] 
De plus x est la variable Uintégration et z, la coor- 
donnée du point ou commence la trajectoire. Le 


déterminant de Wronski au dénominateur devant 


égal a (r,r, quí reste 
constant tout le long de Paxe des z, r, et r, étant 
les trajectoires attachées á p et q ([1, p. 75). 
On peut déja conclure de la forme de cette dernitre 
équation que si par exemple Paxe est divisé en 
intervalles oú la courbe du potentiel est chaque fois 


Pintégrale est 


approchée par une autre fonction, la correction 
totale est la somme des corrections obtenues pour 
chaque intervalle. En premiére approximation, on 
peut done négliger Perreur dans la trajectoire prove- 
nant «dVPun intervalle, pour le calcul de Perreur 
commise dans Vintervalle suivant. 11 devient ainsi 
possible, lors de Vapproximation «VUun  potentiel 
donné, par une suite de fonctions commodes pour 
le calcul, de surveiller Pexactitude du procédé au 
fur et á mesure qu'on passe dun intervalle au 
suivant. 

Pour se rendre compte de Pordre de grandeur 
de la déviation de la trajectoire dans un intervalle 
comparativement á Perreur commise dans Vappré- 
ciation du potentiel, le plus simple est de développer 
en série le potentiel á partir du commencemenl 
de Pintervalle 


et de calculer la trajectoire avec les deux premiers 
termes de ce développement. Nous ne faisons donc 
. , , : >, 
rien autre que de contróler Pexactitude de ía 
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port | méthode de Gans de calcul des trajectoires par dans lPappréciation du potentiel á la fin de Pinter- 
soit | approximation du potentiel au moyen d'un contour valle. 
| ivsonal. On trouve tout d'abord comme solu- Il est ainsi démontré que, dans un intervalle, 
tions particulicres linéairement indépendantes les la trajectoire est rendue avec au moins la méme 
. . . , . . 
du | fonctions > précision relative que celle qu'avait le potentiel. 
qe p=(1+asY, q=(1+a3) Si Pon rend plus fine la division, en augmentant le 
nombre d'intervalles, la précision ne peut que croítre. 
dont les valeurs initiales ont été posées égales á 1 
au meement de Pintervalle. Ensuite, Perreur : 
au commencement l.». Optique électronique du premier ordre 
ommise sur le potentiel étant maintenan 
commise sur le 1 y d'un systéme composé de plusieurs 
= b3?, intervalles consécutifs. 
om trouve pour f T'expression Divisons Paxe du system en intervalles, ou le ; 
a potentiel est chaque fois approché par des fonctions 
pour lesquelles on peut résoudre Véquation paraxiale. 
s 2 15 . . . 
On peut done établir une relation linéaire 
la derniére expression étant approchée, car il est +1) ( Br ) ) 
dans la ligne de notre calcul de considérer la quan- ri 
tité az comme petite par rapport á 1, si les inter- 
, ES entre les données de la trajectoire (coordonnée et 
mi valles ne sont pas trop grands. On obtient ainsi, A : 
 dérivée par rapport au temps) au commencement de 
pour les déviations des deux solutions particuliéres 
Vintervalle considéré 24.1) et les mémes données 
2] Vextrémité z = de Pintervalle » 
- de la trajectoire á la fin de cet intervalle. Les points 
: L 3 Mdacés sur les lettres indiquent une dérivation pal 
3, 3 placés sur les lettre liq 1 
2 b 3 rapport au temps. Dans Papproximation paraxiale, 
, 
le = — =— aL)  r=rya, 
lérivé avec Vabréviation u désignant la grandeur pre- 
et pour leurs derivées : : 
sortionnelle au potentiel 
= ab) *. 
n 9 
"e oú e et m désignent la charge et la masse de Pélectron. 
n Mais la trajectoire du premier ordre, construite a  Ainsi u est le carré de la vitesse instantance de 
partir des fonctions p et q, est Pélectron. 
. Si une lentille se compose de plusieurs éléments 
r= +29), Pos de ce genre, on aura 
| 
ot ry et représentent les valeurs initiales. On C DPINr; 
obtient pour Verreur commise sur la trajectoire 
| 'expression oú les indices e et s se réferent á VPentrée et á la 
sortie et ou la matrice est égale au produit des 
. ... . 
L atrices élémentaires dans Vordre convenable. 
09 )=— + ral), mat ices él mentaires dans | rdre ( enable 
| , Considérons que cette lentille se trouve entre 
deux régions oú le potentiel est constant. Pour un 
” , lus, pour Perreur commise sur la dérivée de rayon entrant á une distance 1 et parallélement á 
ijectoire, Paxe, cCestá-dire avec 
on aura á la sortie 
=— . , ( 
n 
Dans ces expressions DE2 est Perreur relative commise et pour les coordonnées 2¿ et 2, du foyer et du -— 


| 
” 
E 


M. 


plan principal cóté image et la distance focale f' 
cóoté image les relations 


ni 4 n 


De méme pour un électron sortant de la lentille 
la distance 1 de Paxe et parallelement á ce dernier, 
c'estaá-dire avec 


el pour les coordonnées 7, et 2, du foyer et du plan 


GATT 


Fig. 1. Éléments d'une lentille 
ose trouvant entre deux régions de potentiel constant. 


principal, cóté objet, et la distance focale f coté 
objet, les relations 


car le déterminant de la matrice se trouve toujours 
égal á 1, en raison du théoreme de Lagrange. Les 
grandeurs affectées du signe prime se rapportent a 
lPespace image (c'est-á-dire sortie des électrons) et les 
grandeurs non afflectées de ce signe á Pespace objet 
(cóté entrée des électrons). De plus, la lettre n 
représente Pindice de réfraction clectronique, qui 
est dans les deux domaines 


oú u, et u, sont proportionnels aux potentiels dans 
les espaces objet et image. Les indices o et i serviront 
á désigner Pobjet et Pimage. 

Ces différents éléments 
figure 1. Avec les conventions de signe faites (2 dans 


sont représentés á la 


le méme sens dans Pespace objet et Pespace image), 
pour une lentille convergente f' positif et f 
négatif. 


est 


Les distances focales, les p 
foyers étant ainsi déterminés, 
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lans principaux et les 
nous pouvons en 


déduire pour la position 2, 


de Pimage gaussienne 


. . 
et son grandissement 7 la relation 
"Y 

Fo / 


1.3. Dérivation des aberrations chromatiques 
á partir des propriétés de l'image Gaus- 
sienne. 


Les aberrations chromatiques proviennent du fait 
que des électrons animés de vitesses initiales diffé. 
rentes concourent á la formation de l'image. Les 
aberrations sont principalement déterminées par les 
modifications de Pimage du premier ordre (gaus- 
sienne) qui se produisent lorsqu'on passe d'une 
vitesse initiale á une autre. Nous considérerons done 
les trajectoires qu'on obtient lorsque tous les poten- 
tiels u sont modifiés de la méme quantité su, el 
nous chercherons quelle sera, dans le cas de petits :, 
la figure de dispersion dans le plan image, que nous 
définirons par la condition : =0. 

Les éléments A, B, C, D de la matrice définie 
dans le paragraphe 2 sont calculables dans chaque 
:as et sont fonctions du potentiel. On peut donc 
toujours calculer diflérentielles AA, AB, AC 
ainsi que An, An' et Pon obtient facilement pour les 
variations des principales grandeurs caractérisant 


les 


la lentille, les relations suivantes 


A/ An AC Af AC 
n nb 
A3,.= — M 
Y3, = n . 


On en tire aisément la variation relative du grandis 
sement 


et le déplacement du 


Af 
A3¡=A3,,-+ ( 


Pour une trajectoire définie par ses coordonnées 
et r, respectivement dans le plan objet o et le plan 
du diaphragme D” (cóté image), Vaberration chro- 
matique compléte se compose comme suit : 


Ari = ) +A3;.5;. 


Le pri 
ment, 


1.5 4 
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mier terme est dú á Perreur de grandisse- 


Le pre 
second au déplacement du plan de Pimage. 


ment, le 


Application optique gaussienne d'un 
intervalle oúu le potentiel varie comme 
un arc de parabole, placé entre deux 
régions de potentiel constant. 


Considérons un intervalle 2;.,) de Paxe (d'un 
ssyteme et supposons que le potentiel normalisé u 

varie selon la loi 


u=b3»2a(3-- m, 

) désignant la valeur extreme du potentiel u et m 
qui peut d'ailleurs tomber 
En dérivant deux fois, 


labscisse de celui-ci, 
en dehors de Vintervalle. 
on voit que 


du 
lPavons 


u, étant la valeur de la dérivée seconde 
potentiel dans Pintervalle considéré. Nous 
surligné pour indiquer que, si le potentiel n'était 


pas rigoureusement parabolique, c'est une valeur 


ABERRATIONS 


valle considéré, et pour lesquels on a la relation 
do 
= (z—m> 
are sin b 
(a 0), 


On trouve sans peine les résultats suivants : 
moyenne de la dérivée seconde qu'on devrait prendre. 
I'équation newtonienne de la trajectoire Cas 1 
Jr 
sin U¡—u 
secrit avec notre notation 
¡Us E E 
et a pour solution | / | 
cos Les quatre derniéres grandeurs sont représentées 
en fonction de“ sur la figure >». On voit que Vélé- 
sin cos Us 
) ment se comporte comme une lentille convergente, 
f' étant positif. 
La o) 
d Cas 2 
Les fonctions supérieures sont applicables dans 
o u Un, = are sin 
le cas ou a est positif, les fonctions inférieures dans 
Centre 
. angle » dans ces rel: Á= = . 
gle désigne dans ces relations cha: 
3) 
étant les instants de passage de P'électron fu _ 
M soit á Pentrée et á la sortie de Vinter- / 
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en supposant b positif, ce qui 
du temps. 

Les relations ainsi établies nous permettent de 
calculer les ¿léments du premier ordre d'une portion 
de lentille fictive constituée par un domaine oú 
le potentiel a une variation parabolique le long de 
Paxe, limité par deux plans paralléeles, en dehors 
duquel le potentiel est constant, et égal au potentiel 
des extrémités de Pintervalle. 

Il est tres utile de se rendre compte de la conver- 
gence qu'apporte á un systeme telle ou telle portion 
de la courbe de potentiel le long de VPaxe. 

Pour cette raison, nous allons donner les conver- 
gences et les positions du foyer en fonction du 
rapport des potentiels des espaces objet et image 
pour les deux cas particuliers suivants, oú «a est 
positif et négatif et ou Pextremum de la parabole 
est á Pentrée de Pintervalle, dont Pépaisseur est E. 


est le cas la plupart 
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bole. 


M. BARBIER 


en fonction de — 


ment se comporte comme une lentille divergente 


2. LES ABERRATIONS DU TROISIÉME ORDRE. 


2.1. De la dérivation des aberrations du troi- 
siéme ordre par la méthode de liconal 
et par la méthode des 
Preuve de l'identité physique et mathé- 


matique des deux méthodes. 


a. MÉTHODE DE 


la relation suivante dans le cas oú il ny a pas di 
champ magnétique 


De 
n= 9, 


oú Y est le potentiel dans Pespace, qui se développ: 
pour un systeme de révolution de la facon suivante: 


L'ICONAL. 


2 

7 
64 


() étant le potentiel sur Paxe des 2. 


L'intégrale du chemin optique le long de la tr+- 
- jectoire est appelée iconal; on peut la prendre entre 
-Tobjet et Pimage 


n ds. y 


Lorsqu'on introduit pour n, la valeur tirée de la 
série précédente et pour ds sa valeur tirée de Pexpres 


on obtient pour Piconal, le développement suivant : 


sion 


. 
oú nous avons remplacé 
Il contient les puissances paires de r ou 1”. L*optiqU 
du premier ordre est dérivée des termes du secon 
ordre en r ou 7”. 

Pour les aberrations du troisieme ordre, il sufi 


par la notation 


Les quatre derniéres grandeurs sont représentéi 


sur la figure 3. On voit que Pél 


trajectoires 


Désignons d'une 
facon générale par n Pindice de réfraction de l'optique 
électronique. 1 est lié au potentiel électrique par 
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de considérer les termes du quatrieme ordre en r 
ou 1, que NOUS appellerons E.;:. 


7) uv— —rr2?—r*]| dz. 
En = 
8 u u 2u 


Glaser a démontré [4] qu'il suffisait de prendre 
les dérivées partielles de E, par rapport á 


pour obtenir les déviations Ax, et Ay, du troisieme 
ordre du point image, par rapport á lP'image gaus- 
sienne. y et y sont des axes perpendiculaires á z, 
n' est Pindice au lieu de Pimage. Les trajectoires r (2) 
peuvent étre exprimées sous la forme d'une combi- 
naison linéaire des deux solutions indépendantes de 
léquation paraxiale passant Pune g par les points 
r=1 du plan objet et r =0 du plan de la pupille 
(ou diaphragme) de sortie D” et Pautre h par les 
points o du plan objet et 1 du plan de la pupille 
de sortie D' : 
r=1r,8 +"Yy,h. 

On peut de plus démontrer que, pour le calcul des 
aberrations du troisiéme ordre, il suffit de se servir 
de trajectoires méridiennes, car on m'utilise que les 
trajectoires á VPapproximation gaussienne. tp 
et 2, y étant les coordonnées de la trajectoire 
quelconque considérée pour ses aberrations dans le 
plan de la pupille (diaphragme) de sortie et dans le 
plan image, on a, par exemple, dans P'espace image 
(qu'on considere toujours comme homogéne, méme 
si Pimage se trouve dans un lieu oú Pindice varie, 
la pupille étant alors définie par le prolongement en 
ligne droite des rayons passant par Pimage dans un 
espace hypothétique d'indice n/) : 


dz i Sp) Si 
Ansi, il est possible V'exprimer les déviations, en 
fonction des coordonnées du point objet et du point 
ou la trajectoire perce la pupille de sortie D”, et 
Pon obtient 


Zn - 

Y 


el une équation analogue pour Ay,. 

Si Pon réduit cette déviation á l'échelle de Pobjet 
en la divisant par le grandissement linéaire, on 
obtient Paberration telle qu'elle serait vue dans le 

plan objet 


dE dE az 
Az “05% A “05% o o 
= , yo = Ar. — ) Aro =— 


DES ABERRATIONS DIU 


TROISIEME ORDRE 117 
M 
I mo Si 
n — 231 


ANNALES DE RADIOÉLECTRICITÉ. — T. VIH. N* 32. — avriL 1953. 9 


Dans des champs électrostatiques de révolution, 
Piconal est seulement fonction des grandeurs 


a=x + yl, b=2(2,L,, + 30) 


et en posant pour les termes du quatrieme ordre 
en r ou r' de Piconal, expression suivante á calculer 


I 
7 

on trouve 


Ary = + + Ba30) Lo 
+ (Biza ) 

et 
Ayo == ( Brisa + Yo 


5] 


Dans cette expression, les aberrations sont données 
respectivement par les coefficients suivants : 


L"aberration de sphéricité par 1. ya. 

. . Bi 

la distorsion par An 


22 
253 


la coma par 


Pastigmation et la courbure du champ ensemble 


Pour ces derniéres, par exemple, nous aurons, 
si nous considérons un point objet situé sur Paxe 
des x, avec YJp=0 : 

La formation de ces aberrations est d'habitude 
expliquée au moyen des surfaces sagittale et tangen- 
tielle. Puisque les aberrations sont déja réduites á 
Pespace objet, appelons £L, la distance de la pupille 
dVentrée á Pobjet et définissons par et 0, le 
rayon de courbure des surfaces susdites ramenées 
dans Pespace objet : 


L = z0— 3) 


ZLo0- 


7. / étant le centre de courbure de la surface s 
tale ou tangentielle réduite á Pespace objet. 
On a ainsi, pour les aberrations 


4 
E 
mal 
res 
hé- 
S 


Bis py, I 


Ep 


Leur demi-différence donne Vastigmatisme, la demi- 


somme des courbures, la courbure moyenne de 
champ. La courbure de Petzval serait Ñ 
2 ps) Az 
b. MÉTHODE DES TRAJECTOIRES. — La méthode 


des trajectoires a été développée par Scherzer et 
Bruche [5]. 

Nous avons exposé, en bref, la méthode de Piconal, 
pour fixer les notations dont nous aurons besoin 
par la suite, lorsque nous montrerons comment 
on arrive á le calculer pratiquement. Nous allons 
maintenant démontrer mathématiquement Piden- 
tité des expressions pourtant bien  différentes, 
obtenues par les deux méthodes. Ceci ne semble 
pas encore avoir été fait dans la littérature. Nous 
nous inspirerons, pour commencer, d'un calcul de 
tecknagel [6]. Le développement de ces équations 
nous permettra, d'ailleurs, d'ajouter une remarque 
sur les miroirs dans un prochain paragraphe. 

Les équations de Newton, dont nous 
nous occuper sont 


avons á 


Il rest pas nécessaire de considérer des termes 
encore plus petits pour les aberrations du troisieme 
ordre, car on ne considere que trajectoires 
qui demeurent pres de Paxe, bien qu'elles puissent 
étre aussi inclinées sur Paxe qu'on veut. On obtient, 
avec le premier terme du développement, Poptique 


des 


gaussienne. En multipliant par 27, il vient 
(2?2)=u", 3*= mu, 


u étant comme par le passé fixé á 
vitesse de Pélectron est nulle. 
La seconde équation donne, avec 


zéro quand la 


rar 3 
Yéquation paraxiale 
PEA 
ur + u u r=0, 
2 


(Cette équation est encore valable, par exemple, au 
sommet d'une trajectoire dans un miroir.) 

Les aberrations 
les terme 


apparaissent 
's de degré supérieur. 


lorsqu'on  ajoute 
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Dans les équations 


du mouvement, introduisons les solutions trouvés 
pour z et r en fonction du temps dans les term: 
petits. Nous obtenons dans lPapproximation 
rieure, par multiplication avec 27 et > 


et pour Pexpression du carré de la vitesse en fonc. 
tion du temps o 


qui est la relation de Pénergie en seconde approx;: 
mation, que nous allons utiliser pour déterminer : 
á Papproximation supérieure. Pour les grandeurs : 
et r posons 

r=ri+", 


ou r, et 7, sont les grandeurs calculées jusquá 
présent et les lettres surlignées les corrections ¿ 
ajouter á ces grandeurs. Nous laisserons tomber 
Pindice + lorsqu'il n'y aura pas de risques de confu- 
sion. 11 vient, en négligeant les carrés de grandeurs 
petites 


EP +23, =04 u r 
et Péquation différentielle 
( u +1.) =0 
23 
del 
Si Pon considere que 


comme solution de Péquation 
la correction 


on trouve 
tielle pour 


difléren- 


yuf ( 


quand on compte le temps á partir du moment ol 
lPélectron quitte Pobjet. 
Calculons maintenant la correction r, en util: 


sant le terme El En méme temps, il faut encor 
12 


ru 
dans le premier terme — augmenter la gran 


deur u” de la quantité zu”. Il vient 


r 
y2 


oÚ 
Le t 
donn 


linté 


| 
et pour les courbi le col 
I Y »B, Y Bi 
i 
. 
lP'oú Pon tire 
(32) =u—-u”s (my=(— 
? 
» 
48 
La 
don 
. y 
| 
ou 
nul 
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P (de 
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tili- 
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le coté droit une fonction connue du temps. La  oú il faut introduire 
solution compléte de cette équation inhomogéne 


2 =— ES pa 


On obtient ainsi pour lPaberration 
 Ar¡= — un) -rr2— | hds 
hi J, 32 u ) u 
s joue le róle de la variable d'intégration. 
Le terme contenant z dans Pintégrale de droit« J 


donne, avec 
Cette expression peut étre aisément interprétée 
comme la dérivée partielle par rapport á r,, de 


ntir "3 sá" 
— = + + — |ds 
8 A 16 u 2 u u 


u” [hg(t)—h(t)8 
4 


= fu 


lintégrale 


ajul 


I . 
multipliée encore par ;;- Or, on sait que 


des dAN do n 
(5 ),= (5), dt” z 


rihgt)—ht) g | 


( ) ds. 

templacons encore dans lintégrale précédente les 
dérivées par rapport au temps par les dérivées par 
rapport á z, selon 


La seconde intégrale de droite ci-dessus, avec 


donne de 


—rilg—hg) | >) / reso ds et remplacons ds, qui n'est autre que dí par sa 


. 
Pri + | = ) ds, Vu 
J 3 


nulle parce que h et y sont solutions de Péquation dd Pm 
paraxiale qu'on reconnait dans le déterminant. 

La déviation du troisieme ordre á un endroit 7 
de la trajectoire est la différence entre les trajec- 
toires du premier et du troisieme ordre en ce point, 


oúu Pon voit que c'est Pexpression exacte trouvée 
précédemment pour Piconal du quatriéme ordre. 


soit 2.>. Calcul complet des intégrales donnant 
Viconal dans le cas oú la dérivée seconde 
¿=P — . , 
nn du potentiel le long de Vaxe est une 
Po 
4'0u constante. 


L'identité absolue des expressions trouvée par les 
o deux méthodes de Piconal et des trajectoires étant 
=) ' ¡LA g(t)—hit) g ] désormais fermement établie, il convient de se 
] demander laquelle on va prendre pour le calcul 
g(t)— hit) ds. pratique des instruments d'optique. Généralement, 
la méthode des trajectoires était préférée, car 
gaus-  Scherzer avait réussi á éliminer, par intégration par 
parties, la quatrieme dérivée du potentiel le long 
de Paxe qu'il serait, d'ailleurs, illusoire de vouloir 
mesurer ou réaliser dans un appareil. 
Jas, Nous sommes done conduits a penser qu'une 
¿ pareille élimination de u' dans l'iconal lui-méme 


(Mis — Ar = J 3 ds 


En particulier, on a, pour le plan de Pimage 


sienne, 


- h(3,)=0, 
et il vient 
E ( 


m 
e 
- 
| 
'en- 
A 
y 
| 


M. 


Es 
est aussi possible et nous allons Veffectuer et donner 
une expression de liconal ne contenant que le 
potentiel et ses dérivées jusqu'á la seconde. 

Bien plus, il apparaítra que les intégrales donnant 
Piconal sous cette forme sont directement inté- 
grables dans le cas oú la seconde dérivée du potentiel 
est considérée comme constante. 

Cette constatation permettra le calcul complet 
des aberrations de tout systéme pour lequel on 
aura approché la seconde dérivée du potentiel par 
des constantes successives. 

Une discussion mathématique de la précision du 
procédé et la comparaison des résultats trouvés 
avec des résultats déja connus permettra de prouver 
la viabilité de la méthode. 

Soit donc á calculer 


17) 
= 'u — 
8 3) u »u 


Considérons d'abord le terme en u'” : 


1 do 
u* y* 
12 
o yu 
” , ” 
— + de ;. 


Une nouvelle intégration partielle et Pusage de 
—Péquation paraxiale 


”=- (> u + —-ru ) 
»u 2 
couduit au développement 


l= ( rr ) 
128 20 


u yu 


198 2 


6rriu 


dz. 


up? 


yu uyu 


Supposons connues les valeurs de la quantité entre 
crochets au lieu ou se trouvent respectivement Pobjet 
et Pimage. ll ne nous reste qu'a évaluer Pintégrale 
qui suit et qui s'étend de Pobjet á Pimage. Elle ne 
contient plus que des dérivées allant jusqu'au 
second ordre u” 

Cette intégrale, nous voulons Pévaluer, approxi- 
mativement, dans une portion (z;, 24.1) de lVinter- 
valle en considérant u” comme pratiquement 
constant dans cet intervalle et sensiblement égal 
á une valeur moyenne Ñ 


u 


Pour r, on doit prendre les valeurs de Péquation 
paraxiale, lesquelles ne dépendent pas de u”. 
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L” expression développée pour IT nous permet 
maintenant d'écrire expression suivante dans 
tervalle (7,, 24.:) pour lPintégrale cherchée 


$ = ur... do 


— r— ) 
yu2 


puisque u” et u" sont désormais identiquement 
nuls. 

Toute Pintégrale de o á i se compose de la somme 
de telles contributions aux limites. On obtient 
ainsi 


—— + Y 
0 


128 ) yu 
ru 
yu) 


Il reste á examiner si le reste des termes de E 


de 
2 u 


peuvent également sS'intégrer complétement dans 
le cas ou u” est approché par des constantes succes- 
sives. Au paragraphe 4 de la premiére partie, nous 
avons calculé les trajectoires dans le cas oú le 
potentiel sur Paxe a une variation parabolique, e 
trouvé que r et r' dépendent des valeurs initiales 7 
et r, multipliées par des fonctions sinus et cosinus 
circulaires ou hyperboliques du temps. Si Pon 
introduit ces fonctions dans la quantité á intégrer, 
on s'apercoit qu'elles s'éliminent VPune Pautre de 
telle facon que cette quantité 


ars 


se révele étre indépendante du temps tout le long 
de P'intervalle et égale á sa valeur initiale. 11 s'ensuit, 


avec Paide de la relation < 
Z3=yu, 
que Pon a < 
=k 
ES 1 Mi — ME 


oú nous avons afflecté les quantités a et b de Pin- 
dice k. 


eta 
() 


pi yu 
van 


es 
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Il 
E 
oí 
de) lesqu 
ad 
caler 
Hs 
Ba 
Bb, 
$ 
y 8 Les 
nt 
mé 
bol 


CALCUL PRATIQUE 


Séparation des coefficients de lT'iconal. 


Il nous reste, pour une trajectoire générale de 


la forme 


vi y et h sont les trajectoires particuliéres pour 
lesquelles 
= 0, h,h=0, h,,=1 


¿ développer Piconal E.;,, que nous venons de 
calculer selon les puissances de 


a=Y,, c="r; 


etá déterminer les coeflicients > définis plus haut. 
On a, par exemple 


ch?, 


2 


Il en résulte, avec Pabréviation Y 


Ri= — — ) 


pour la premiere intégrale /, les contributions sui- 
vantes aux coeflicients 


1 
Bu= — 
1 39 ) ( yu 


u 
Ba = = or 
Bbi=-Y|A ( “gh h+ 8h ) 
y Y Jk 


Les sommes sont á prendre á toutes les limites entre 
intervalles, á Pexception de o et i. 

Les contributions de la seconde intégrale aux 
mémes coeflicients sont pour des distributions para- 
boliques de potentiel, avec labréviation 


les suivantes 
1 
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Bas Ki(agh=+— 


Bi»= hilag? + (aghw+ 

Bi: Kilag? (ah 


pu 


Pour un champ homogéne, la constante est 


Pour un domaine oú le potentiel est constant, elle est : 
a, 


tandis qu'il faut égaler á zéro la quantité a dans 
les expressions pour les coefficients B. 


2./. Exactitude de lapproximation. 


Pour apprécier Pexactitude avec laquelle on 
obtient Viconal du quatrieme ordre, considérons 
dW'abord Vintégrale J et calculons Pécart entre la 
valeur obtenue et la valeur réelle dans un inter- 
valle lorsqu'on fait une petite erreur sur u” et r 
dans cet intervalle. On a la variation 


— 
u 


( , Au + r Ar + 25" ar) 
| 2 


u 


Cet écart a donc deux causes. D'abord u” parait 
directement dans la quantité á intégrer et n'est 
approchée que par des constantes 
En outre, les grandeurs r et r' relatives á la trajec- 
toire, qu'on introduit dans Pintégrale, ne sont 
obtenues qu'a partir d'un potentiel approché, de 
sorte qu'il faut compter avec des erreurs Ar; et Ar", 
au commencement de chaque intervalle. Or, nous 
avons, en raison de la constitution spéciale de nos 
formules de fonctions circulaires et hyperboliques, 
la relation 


successives. 


u 
r Ar + a2r5r' Ar = - Ar;+02r¡Ar;. 


Nous négligeons ici les écarts de trajectoire qui 


u” 
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prennent dans Pintervalle lui-méme et 
nous obtenons ainsi pour Perreur relative commise 
sur ces termes de J Pexpression 


naissance 


u' 
rkAri+ ri Ar; 
2 


u 


/ 


2 
PS 


qui possede Pordre de grandeur de Perreur relative 
commise sur la trajectoire, Perreur 
relative commise dans VPappréciation du potentiel. 

Le terme contenant 4u” peut encore étre appréció 
au moyen du théoreme de la moyenne comme suit : 


f , Au - de. 
4 u yu uyu 


c'est-á-dire 


Ici encore, on voit que si Pon rend plus fine la 
division en augmentant le nombre d'intervalles, 
la précision ne peut qu'étre augmentée et la conver- 
gence du procédé est assurce. 

La contribution á Piconal provenant du terme / 
oú u”" a été éliminé par intégrations partielles 
successives se compose d'une intégrale qui égale- 
ment ne contient que r, r', u, u', u” et s'obtient 
avec le méme degré dV'exactitude que Pexpression 
que nous venons d'étudier en détail. 


) 2.5. Cas du miroir électronique. Réduction des 
aberrations du troisiéme ordre dans un 
miroir. 


Il est intéressant de se demander si, dans le cas 
du miroir électronique, on peut également calculer 
les aberrations en se contentant de connaíitre les 
dérivées du potentiel jusqu'áa la seconde. Le calcul 
des aberrations pour le miroir a été fait par 
Recknagel [6] par la méthode des trajectoires. 
»artant des corrections d'ordre supérieur 7 et 7 
á apporter á la trajectoire, telles qu'elles sont 
indiquées au paragraphe 1b, il commence par 
trouver la valeur limite de z au point oú lPélectron 
rebrousse chemin, car Pexpression pour z devient 
en ce point le produit indéterminé de y u qui tend 
vers zéro, et d'une intégrale qui tend vers 'Pinfini. 
Cette valeur limite est le quotient des dérivées par 
rapport au temps de Pintégrale et de la quantité 

yu 
On trouve ainsi immédiatement pour le point de 


rebroussement 
[ N 4 
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L'équation différentielle pour z donne alors en 
point 


Zn =0. 
Au delá de ce point, on utilise la relation 
Lal 
dí u 
et Pon écrit Pintégrale pour z sous la forme 


1 


On integre Péquation par parties et Pon obtient 


u 


y J 


car Zn et la valeur du premier crochet á la limite 
inférieure se compensent. 

L"expression pour z est ensuite reportée dans l'in- 
tégrale pour r qui ne présente pas de point singulier, 

l"examen de ces expressions montre qu'elles 
contiennent les troisieme et quatriéme dérivées du 
potentiel. 

Si Pon intégrait par parties comme nous lavons 
fait précédemment pour éliminer ces dérivées, 
on retrouverait des expressions sous le signe somme 
qui divergeraient au point de rebroussement. 

Il est donc nécessaire de connaítre les dérivées 
troisieme et quatrieme du potentiel pour calculer 
les aberrations du miroir électronique. L'hypo- 
these suivant laquelle les trajectoires n'ont pas de 
point de rebroussement est, par conséquent, indis 
pensable pour le calcul des aberrations en appro- 
chant la dérivée seconde par des constantes succes 
sives comme nous lPavons fait. 

Ceci a une raison profonde. En effet, le dévelop- 
pement de Piconal 


E = / nds = VA +... ds, 
Es ee 


ds étant Pare de trajectoire, selon les puissances 
croissantes de r, dont on considere les termes comme 
petits devant 1, n'a plus de sens dés que u devien! 
nul, de sorte que Piconal du quatriéme ordre ne 
peut s'obtenir au départ. Il est, en effet, á remarque 
que ce sont les expressions obtenues dans le déve- 
loppement originel de lP'iconal qui divergent. L'iconal 
lui-méme reste absolument fini. L'indice n, lié á ha 
vitesse des électrons, passe comme celle-ci au vols 
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Le temps de sortie est égal á deux fois le temps 
Mis a atteindre le point de rebroussement 


nage de zéro, de sorte qu'il n'y aurait aucune raison 
pour Piconal de devenir infini. Il faut désormais 
calculer Piconal complet en se servant de la trajec- 
toire exacte et délimiter seulement ensuite la frac- 
tion qui est liée aux puissances quatriemes des 
coordonnées de la trajectoire dans les plans objet et 
diaphragme pour obtenir les aberrations du troi- 
sieme ordre. 

Les expressions obtenues par la méthode des 
trajectoires par Recknagel montrent qu'une contri- 
hution importante aux aberrations est fournie par 
les termes contenant en facteur les dérivées supé- 
rieures du potentiel. 

On peut done aflirmer qu'un moyen de réduire les 
aberrations du troisieme ordre du miroir électro- 
nique est de placer la zone de rebroussement des 
électrons dans un champ homogéne. On voit alors 
que r devient nul tandis que z ne dépend plus que 
der á Pentrée, ce qui est naturel, les surfaces équi- 
potentielles étant planes et  perpendiculaires á 
laxe, de sorte que la distance de Paxe ou Pélectron 
entre est indifférente, tandis que sa vitesse radiale 
ne varie pas. 

Pour un champ homogéne dans la zone de rebrous- 
sement des électrons, Piconal se calcule comme suit. 
Soit 
/ 


u= 


Pallure du potentiel, qui part de la valeur u, á 
Pentrée de cette zone, et tombe á zéro á une dis- 


tance L. On a á Pentrée 


La vitesse 


l'équation de Newton pour la coordonnée z est 


( di € 
03) 


Au point de rebroussement, on a 


== 


L'iconal 


en remplacant f. par sa valeur. 
Dans cette expression, portons 


== yu, —r?. 
Il vient 


E =iáLyu, - 

u, ¿tant le potentiel á Pentrée. En développant 
cette expression suivant les puissances croissantes 
de r il vient 


et les termes du quatrieme ordre en r' sont 


7 
E, == 
6 us 


qw'on développe suivant les solutions particuliéres gy 
et h comme précédemment. 


2.6. Extension du calcul complet de liconal 
au cas du champ magnétique. 


a. L'EXPRESSION DE L'ICONAL. — 1 est commode 
de se servir de Pabréviation o 


f=- L uMH(3), 
m 


oú ¡29 est la perméabilité dans le vide et H la valeur 
du champ magnétique (présentant une symétrie 1. 
de révolution) sur Paxe. On trouve pour la trajec- 
toire paraxiale [7] 
uU—+f? 
0; 
dí 


oú 


+ Uy. 


Les termes du quatrieme ordre sous le signe somme 
de Piconal peuvent se mettre sous la forme 


— d 
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oú Pastérisque placé au-dessus d'une lettre pepa 
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une valeur moyenne du membre de droite dans 


la quantité complexe conjuguée. Si Pon passe de la  Pintervalle (zi, 24,1) et nous trouvons, pour la 
fonction v á la fonction w, on obtient - trajectoire 
y 1 pue (ww? y y — 
wi 
ww” vie sin cos wi 
ww 
_ ( -On vérifie aisément que Pexpression (c¿ww' + ww"; 
reste également ici constante le long de la trajer- 
f ' da, toire, de sorte que, pour les termes de £,,, qui en 
ut wa ú 
relévent, on trouve 


b. CALCUL COMPLET DE 


L'INTÉGRALE. 


convient d'essayer le méme procédé d'approximation 


que précédemment. C'est dire 


approcher u” et f2 


que 


nous 


devons 
par des constantes. La trajec- 
toire w dans le plan de référence qui tourne 


avec 


Pélectron le long de Paxe peut alors s'exprimer 
comme avant par des fonctions circulaires ou hyper- 


boliques, et a la forme 


oúu y et h sont les solutions réelles, normées comme 


par le passé, 
á chaque endroit 


— , , ye y* , 
ch?, 


exactement comme avant. 


= 73 


On voit que notre iconal est encore fonction de la 


grandeur 
et sénonce 


+2 Baz 2 al 4 


Le terme Bj, d? parait pas, car 


b: 
ac - 
' 


Nous appelons 


5 (W+ 


de Péquation paraxiale. 


gh 


De plus, on a 


) 


er 


bd 


On 


a donc 


+2 


Bs, ed). 


J =-— we 


Le terme qui provient de u” peut se traiter de la 
méme maniére que précédemment, ce que nous ne 
répéterons pas ici. 

De plus, nous admettrons que nous connaissons 
une valeur moyenne de la dérivée premiere de ¡ 
pour chaque intervalle et nous exprimerons f” par 
le saut que fait f' d'intervalle á intervalle. On 
obtient ainsi apreés intégration, par parties, pour le 


terme suivant de E.;; : 


) y 
in 
32, yu 
1 
= Y Si) 
yu 


les termes qui restent encore donnent 


— 


(c wa 


i—1 


Il est done aussi possible pour le cas du chan] 
magnétique de calculer 
intégrales donnant Viconal. La séparation suivan 
les termes, qui donnent les différents coefficients d 


Piconal se passe exactement comme dans le cas 0 


d'une facon complete les 
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dans 


ur 


il wy a pas de champ magnétique. Pour le cas 
particulier important oú seul le champ magnétique 
varie, le potentiel étant constant, nous la donnerons 
explicitement dans les applications qui vont suivre. 


).-, Variation des coefficients de l'iconal avec 
les positions de Vobjet et de la pupille. 


Nous ne donnerons le calcul que pour le cas 
¿lectrique, sans champ magnétique. 


a. RELATION ENTRE Er Esp. Nous 
supposons connu Piconal Ey pris entre le foyer 
objet et le foyer image, en fonction des coor- 
données Y Yr Tres Y du rayon dans ces deux 
plans 


Cies 24bC 
2 
+ 
vú Pon a 


Cestá-dire qu'on a 
la méthode directe. 
Nous avons á calculer comment on passe de Es,- á 


:'alculé les coeflicients € par 


et á trouver les coeflicients de E, dans le dévelop- 
pement en fonction des nouvelles coordonnées 2,, 
Ys Ep, Y, du plan objet et du diaphragme de sortie. 
Nous avons d'abord, d'apres les équations de Bruns : 


ni=Cozx 
po. nz 


04 1%, 1 désignent les tangentes de Vangle 
que fait la trajectoire avec Vaxe des z dans le plan 
de Pobjet et dans le plan de Pimage, et oú € est le 
troisiéme terme de notre matrice. Le passage des 
variables x,, aux variables 2,, Up, ... est 
régi par les équations suivantes : 


= 
E 
ou les paramétres + et B: 
J / 
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de sortie á leurs plans focaux respectifs, distances 
mesurées á Paide des distances focales respectives. 
Les anciennes coordonnées, exprimées en fonction 
des nouvelles, deviennent ainsi : 


I 
= A! ¿Ly py, )> Y p= Y py )> 
Au fr. 


pupille de sortie ne peuvent se trouver en des 
points optiquement conjugués. Si tel était le cas, 
le faisceau de trajectoires ne serait pas limité et 
partant défini. 

On obtient ainsi tout d'abord 


€ 
Ar = y 
puis ensuite 
et Ñ 
car 
— 31) (Z0— 3p)=— 
Le calcul de E, á partir de Ej,-, et son expres- 
sion en fonction des nouvelles coordonnées s'effectue 
désormais de lui-méme et Pon en tire aisément les 
coeflicients B de Piconal cherché, qui sont donnés 
dans Pannexe. 
Il suffit désormais, lorsqu'on a un systéme, de 
calculer Piconal entre les deux plans focaux, ce qui e 
correspond physiquement au cas ou Pobjet est au D 


foyer et la pupille dans le plan focal image (éclai-. 
rage parallele). On en tire immédiatement les 
aberrations pour n'importe quelle position de Pobjet 

et de la pupille. 


b. REMARQUE SUR LA POSITION DE LA PUPILLE. — 
Lorsqu'on dispose de systémes de lentilles, on est 
libre, en général, de choisir la position et la gran- 
deur de la pupille qui limite le faisceau. C'est la 
táche du condenseur. En revanche, lorsqu'on a un 
convertisseur d'images, la répartition des vitesses 
des électrons issus de Pobjet est la méme pour tous 
les points. Si le convertisseur a une photocathode 
plate, suivie d'un champ accélérateur homogéne, 
jusqu'a Pentrée dans la lentille, la pupille d'entrée 


“a 
Es 
1 | 
| 
| n 
E 
ham 
te les 
is 
as designent les distances de Pobjet et de la pupil : 
M 
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se trouve á Pinfini dans Pespace objet. En ce cas, 
on dispose seulement de Pouverture du faisceau, 
et non de la position de la pupille, par rapport á la 
lentille. 

Mais, on voit un moyen de placer la pupille ou 
Pon veut par rapport á la lentille méme dans le 
cas du convertisseur d'images. C'est de choisir la 
cathode sphérique et de donner au champ accélé- 
rateur la forme d'un champ de forces central, 
symétrique par rapport á un point, ce point étant 
le centre de la sphére. Les faisceaux d'électrons 
provenant de chaque point objet s'y croisent. 
La pupille d'entrée se trouve done dans la région 
du centre de la sphéere et Pon peut placer la lentille 
lá ou plus prés de la cathode. Cette lentille n'a 
-Wailleurs plus besoin d'étre aussi forte qu'aupara- 
—vant, en raison de la convergence qu'apporte déja 
le domaine de potentiel sphérique. 

Les rayons convergent désormais vers le centre 
de la lentille et y sont á la fois moins écartés de 
Paxe et moins déviés, ce qui explique la réduction 
des aberrations obtenue avec de telles dispositions. 


ÉLEC- 
Nous avons vu qw'une lentille est carac- 
térisée d'une facon absolue, au point de vue de ses 
aberrations du troisicme ordre, par les coeflicients Cp.» 
de Piconal Esp. Si Pon permute espace objet et 
espace image, c'est-á-dire si Pon inverse le sens de 
marche de Pélectron, celui-ci décrira dans un champ 
électrostatique de nouveau exactement la méme 
trajectoire, Piconal Es, ne change pas de valeur. 
Seuls les plans focaux F et F” sont échangés entre 
eux. Si Pon examine Pexpression de E, donnée 
dans le sous-paragraphe b ci-dessus, on voit que Co, 
et Cjz restent inchangés, tandis que et 
permutent, de méme que C;,z et Caz. On a donc, 
si les astérisques désignent les nouveaux coefli- 


C. INVERSION DU 
TRONS. 


SENS DE MARCHE DES 


cients 
Cia = Ca», Ora 
el 
Cia= Un, Cie= Cas, Cu. 


On peut conclure de ces relations que, si Pon a une 
lentille symétrique, les coeflicients suivants doivent 
¿tre égaux entre eux 


Cu= Cra 


Dans le cas d'un champ magnétique, on peut dire 
la méme chose des six coeflicients de Piconal, qui 
—correspondent á ceux du cas électrique. En effet, 
bien que la trajectoire de Pélectron ne soit plus 
E directement réversible, celui-ci décrit dans le plan 
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méridien, qui tourne avec lui, la méme courbe dans 
les deux sens, car Péquation paraxiale ne contient 
que le champ magnétique au carré el ne réagit 
par conséquent, pas á son signe. Dans liconal 
lui-méme, les termes qui participent aux six coeffi- 
cients susdits ne contiennent également que p 


ou ff” et ne dépendent done pas du sens de marche 
de Pélectron. 

En revanche, les trois derniers termes de Piconal, 
qui donnent les aberrations magnétiques de torsion, 
changent seulement leur signe, pas leur grandeur 


absolue. On aura donc A 
| Y 
e 


Pour une lentille magnétique symétrique, on aura 
E] 
En conclusion, on peut dire pour toute lentille 


électronique qu'il suffit de Pexaminer (Pun seul 
cóté. 


et done aussi 


m=C; 


SYSTÉME SE 
CONNUS. 


d. Les ABERRATIONS LORSQUE LE 
COMPOSE DE PLUSIEURS SYSTÉMES 
Supposons qu'on connaisse les aberrations de chacun 
des systemes partiels, ainsi que Poptique du premier 
ordre de chacun des systemes et de Pensemble. 
Le principe qui permet de dériver les aberrations du 
systeme composé des aberrations 
individuels est le suivant. 

Soit ok Vindice qui désigne Pobjet tel qu'il apparait 
au ki"e élément de lentille aprés le passage des 
rayons dans les k-— 1 éléments précédents. On 
connait Vaberration due au X'""* élément de len- 


des systémes 


tille, réduite á son espace objet 


oi 2, est la coordonnée de la trajectoire dans la 
pupille de sortie telle qu'elle apparait á P'élément k 

Les aberrations du systéeme total se composen! 
maintenant uniquement de la somme des aberra- 
tions dues aux systémes partiels, ramences dans 
Pespace objet de Pensemble á Paide des grandisse- 
ments voulus, qw'on tire de Poptique du premier 
ordre. En effet, comme le calcul ne livre en optique 
électronique que les aberrations du troisieme ordre, 
on peut les superposer individuellement et néglige! 
l'erreur commise sur l'aberration due á un élément de 
lentille, lorsqu'on en forme Vimage dans le plan 
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image définitif au moyen des éléments de lentille 


subséquents. 
On aura done 


. . 
des objets et pupilles 

respectives se tirent des éléments de Poptique du 

premier ordre. 


Lok 
oir les grandissements => 


2.8, Systemes cylindriques. Impossibilité d'éli- 
miner lVaberration de sphéricité par 
lusage de lentilles cylindriques. 


Nous avons jusqu'ici traité uniquement des 
systemes á symétrie de révolution. 
eylindriques (toutes les dérivées par rapport á x, 
par exemple, sont identiquement nulles) possédant 
un plan de symétrie 7 peuvent se traiter de la 
méme maniére. Le développement en série du 
potentiel aux environs du plan de symétrie est 


Les systemes 


24" 


et Péquation des  trajectoires 
demeurent dans un plan, est 


paraxiales, — qui 


+ +u'y=0. 


Un peut démontrer qu'on obtient la trajectoire 
paraxiale avec le méme degré d'exactitude que dans 
le cas de la symétrie de révolution lorsqu'on approche 
le potentiel par des fonctions connues. Les dévia- 
tions du troisiéme ordre de la dioptrique de Gauss 
dans le plan yz se définissent d'une maniére ana- 
logue et on peut les calculer avec le méme procédé 
dapproximation que celui que nous avons décrit. 


s'écrit désormais 
Lun 
= 3 E y? yu da 


Le pouvoir séparateur du mie roscope électronique 
est aujourd'hui limité en premiére ligne par Vaber- 
ration de sphéricité. Or, Scherzer [8] a montré que 
dans les systémes A symétrie de révolution cette 
aberration ne peut pas étre éliminée. Dans un 
autre travail [9], il a montré que si Pon abandonnait 
la symétrie de révolution, on pourrait  corriger 
laberration de sphéricité pour les trajectoires se 
trouvant dans certains plans passant par Vaxe 


tandis que cette aberration augmenterait pour 
d'autres plans passant par Paxe. 

C'est dans cet ordre d'idées qu'il paraít intéressant 
d'examiner les aberrations des systemes cylindriques, 
afin de voir si déja un systeme cylindrique peut 
étre construit de maniére á étre exempt d'aberra- 
tion dite sphérique. Si cette aberration est absente 
pour les trajectoires qui nous intéressent, c'est-á- 
dire celles qui se trouvent dans un plan perpendi- 
culaire aux génératrices, le systeme forme P'image 
d'un point sur un élément de droite. Si Pon renonce 
á former des images stigmatiques, on peut encore, 
avec un tel systéme, séparer deux points voisins, 
qui apparaítront sous forme de deux lignes paral- 
léles, si toutefois il ne se trouvent pas placés paral- 
lelement aux génératrices ou á Paxe. En tournant 
Pobjet examiné dans un plan perpendiculaire á 
Paxe, on peut, d'ailleurs, faire une idée de la 
forme de cet objet. 

Or, VPexamen de Piconal dérivé ci-dessus permet 
de démontrer qu'on ne peut pas construire de 
lentilles cylindriques exemptes d'aberration sphé- 
rique. En  effet, méme chemin que 
Scherzer dans le calcul qu'il fit pour montrer P'impos- 
sibilité de corriger Paberration sphérique dans les 
systemes á symétrie de révolution et éliminons 
par intégrations successives u'”" et autant que 
possible u” de Piconal. On obtient, si Pon fait abstrac- 
tion de termes aux limites, qui ne fournissent aucune 
contribution á Vaberration susdite quand Pobjet et 
Pimage se trouvent dans un espace á potentiel 


suivons le 


constant, Pexpression 
E, =-— Y 
730us y 30uty2Ny_, 


oú la quantité á intégrer peut se mettre sous la 
forme d'un carré parfait 


Ce carré ne pouvant devenir négatif ou nul, le 
:'aractere inévitable de Vaberration de sphéricité 
pour les systemes cylindriques est démontré. 

On voit donc qu'une optique non de révolution 
oú Paberration sphérique serait corrigée dans certains 
plans ne peut avoir la forme d'une lentille unique- 
ment cylindrique. Dans la formation de P'image, 
Vaberration de sphéricité est inévitable. Une optique 
destinée á corriger cette aberration ne peut donc 
avoir que le caractére une optique supplémentaire 
correctrice dont les éléments du premier ordre 
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RESTE 
magnétique, 
—partout le méme. Pour ce cas important, 
tions dérivées dans le paragraphe 2.7 se simplifient 


sont utilisés dans certains plans á ramener vers leur 
position idéale, 
concourant 


les rayons plus écartés de Paxe 
á Vaberration dans la grande lentille. 


Il en résulte que la correction ne peut avoir lieu 


que pour une seule inclinaison des rayons á corriger 
sur Paxe et pas pour Pensemble des rayons se trou- 
vant 


dans une certaine ouverture. 


3. APPLICATIONS. 


Lentille magnétique. 


4. RELATIONS LORSQUE LE POTENTIEL ÉLECTRIQUE 
CONSTANT. — Considérons une lentille pure- 
oú le potentiel électrique soit 
les rela- 


de la facon suivante 


Pour Pintervalle k, on aura 


los 


puisque le potentiel électrique ne varie plus. Comme 
cette quantité est toujours positive, on n'aura pour 
les trajectoires que des fonctions circulaires. De plus, 
il vient 


1 
2 yu 
Avec les abréviations 
fm 


or fm désigne le maximum de f et l désigne une 
longueur de comparaison, on obtient 


Ak = Uy) 41 Ek 2, = fm! 


yu 


Il est commode de remplacer partout les dérivées 
par rapport au temps par des dérivées par rapport 
On trouve alors pour les trajectoires, 
les relations suivantes entre grandeurs dépourvues 
de dimensions physiques 


á VPespace. 


/ 1 
0052, — / 
= 

Wi. 


quantité réelle w désigne désormais la dis- 
ose 
) se — 


ou dans le plan du 


de VPélectron á Vaxe. Si on =1 


'=0 dans le plan objet 
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diaphragme (pupille) de sortie, on obtient respec- 
tivement les deux trajectoires particuliéres 


_ 
+ h = 


La combinaison linéaire de ces deux solutions parti- 


culiéres 


donne alors la trajectoire générale. On vérifie encore 
la relation A 


, I , 


Pour le calcul de Piconal, il est pratique d'introduire 
la dérivée par rapport á la quantité sans dimen- 
sions x, qui sera indiquée par le signe « croix » 


4 


On obtient alors sans difliculté Piconal E,,,, dont 
Pexpression est donnée dans Pannexe II. La décompo- 
sition suivant les puissances de a, b, c, d et les 
formules coeflicients € y sont 
indiquées. 


des également 


b. EXEMPLE PRATIQUE. Noux choisissons le 
champ magnétique étudié par Glaser [10] : 


et nous Papprochons par la fonction en escalier 


donnée dans le tableau : 

TabLEau 
AA 1 o,5 o.5 3 
0,1. 0,3 0,65 0.95 0.65 0,3 
o 0,2 0,53 0.8 0.8 0,5 0,2 


Il est remarquable de constater comment les 
¿éléments du premier ordre donnant Poptique gaus 
sienne sont déjá bien rendus avec cette approxima- 
valeurs suivant contient 
la convergence et Pabscisse du foyer calculés pour 
d'une moyenne et d'une forte 
cas ou le foyer 


tion grossiére. Le tableau de 


les cas d'une faibie, 
lentille. (Nous avons laissé de cóté le 
tombe dans le domaine oú le champ magnétique 
existe.) Les résultats exacts de Glaser sont ajoutés 
á cóté des nótres, entre parenthéses dans ke 
tableau 1l; la précision pour Poptique du premier 
ordre est, comme on le voit dans les limites de 2 %»* 
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TabLeau Il. 


=k (Glaser) .....- 0,1 0.35 0,33 

0,0157 0,0914 o, 1594 

| (0,0157) (0,0932) (0,161) 
) y , 049 

y 64,1 10,68 6,18 
y 6,8.10% | 
(67) 
(6,4.10*) ) 


Le tableau ci-dessus contient également le coeffi- 


cient d'aberration sphérique dans le cas de 


/ 
forts grossissements (objet situé pres du foyer 
objet). Elle est définie comme suit b 


Ar.= Csé”. 


On la raméne aux grandeurs que nous avons calculées 
á Paide des relations suivantes : 


Comme le montre notre tableau, Paberration sphé- 
rique est donnée, dans le grand domaine de 
valeurs 5.10% á 50, avec son ordre de grandeur 
exact et une valeur bien approchée. 

Pour finir, nous avons encore calculé toutes les 
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Fig. 4. Aberrations de la lentille magnétique symétrique 


en fonction de sa puissance. 


autres aberrations de la lentille magnétique symé- 
trique. La figure í donne la courbe de variation 
de tous les coeflicients Z,, en fonction de la puis- 
since a, de la lentille, de sorte qu'on peut aisé- 
ment déterminer chaque aberration du troisieme 


ordre, 
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3.2. La lentille électrostatique á immersion. 
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Nous examinons la lentille formée par deux 
cylindres circulaires droits de diamétres égaux D, 
placés bout á bout et portés á deux potentiels 
différents. Le potentiel le long de Paxe est, d'apres 


le livre de Zworykin ([11], p. 450) : 
U¡+Uu, U, ny 
u=-— — th2,63—. 
2 2 Y) 


Nous approcherons cette distribution de potentiel 
par deux paraboles de courbure égale, mais de 


AS. 


7 

91 

ul 
2.33 

1 

0 L 


de 
Fig. 5. Distribution du potentiel dans des lentilles 


á immersion de puissances diflérentes. 


dérivées secondes opposées, se raccordant avec une 
pente égale, et placées entre deux régions de potentiel y 
constant, ainsi qu'il est montré á la figure 5. 
Appelons 2,, Za, 23 le début, le milieu et la fin du 
domaine oú le potentiel varie. On a 
_1 


oú L peut étre considéré comme VPépaisseur de la 
lentille. En égalant les pentes des deux courbes 
au milieu de la lentille, on trouve la relation 


L =1,52D 


qui fixe Vépaisseur de la lentille équivalente pour 
un diamétre de cylindres DD. 

La relation donnant les trajectoires s'écrira le 
plus commodément á Paide de grandeurs sans dimen- 
sions physiques 


. 
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oú aura 


Ay = — , = 
y2 


fui— 


24; 


I . 
are sin 


o, ee qui correspond á la trajectoire 


- Pour 
E 


particuliére que nous avions désignée par q, on 


A 
De méme pour =1, 1,=0, ce qui correspond á 


la trajectoire particuliére h, on trouve 


Prh . . 
— =chx,cos2, + shz,sinz;, Mi=—"r; 


Ces trajectoires ont ¿té 
sur la figure 6. 

Les distances focales se trouvent au moyen du 
— coeflicient C de notre matrice originale, qui est 


C= =-— —> 

( Pe ). L 


alculées et sont représentées 


FITO) 


Pon tire 


NU, , y 
fig: 
E 
1 
4 
0 DE 5 
1 
233 
0 
] Fig. 6. Lentille á immersion, trajectoires particuliéres y 


et h paralléeles á Paxe dans Pespace au potentiel inférieur 
et supérieur respectivement. 


donnée par les relations 


e position des foyers par rapport á la lentille est 


y Vu; 
Ly =r” 9 — 


—»+ donnant tous 


sa 
FS 


M. BARBIER 


trouve á la sortie de la lentille SOS 
= cha, — sinz;. 
L 
. 
jo Pas . 
= shx, — sina;. 
yu —u, 


les éléments de Poptique du premier ordre sont 
représentées á la figure 7, en fonction du rapport 
des tensions. 

Dans le livre de Zworykin et ses collaborateurs, 


2 
1 
JE de 
F 
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Fig. 5. — Lentille á immersion, convergences 
et position des fovers en fonction du rapport des tensions. 


on trouve á la page 50, figure 13-21, les distances 
focales et les distances des foyers au milieu de la 
lentille représentées, en fonction du rapport des 
tensions. Dans le tableau 11 ci-dessous, nous avons 
reporté pour trois rapports de tension diflérentes 


Sp Sa 
et 


les grandeurs — calculées par nous 


et qui sont identiques aux quantités A et 5 de 


afin de pouvoir les comparer ón 


les courbes de Zworykin. 


Zworykin, 
ment avec 


TABLEAU 

p D ( Y 
Ll... 2,15 2,15 2,15 2,1) 
2,33. 6.91 -8,64 3,488 3,3 1,56 1,6 
2.31 -3.4 4,8 4,6 1,64 1,2 
0,785 8.0 6.8 1,7 0.9 

La comparaison avec la figure de Zworyki 
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montre que NOS éléments du premier ordre sont 
identiques aux siens, a la précision de lecture de 
la figure pres. 

En ce qui concerne les aberrations, on trouve á la 
page 613 du méme ouvrage le coefficient d'aber- 
“a 

So 

“nhéricité Ri re [12 
ration de sphéricité y de Ramberg [12] obtenu par 
intégrations numériques des expressions, qui ser- 
virent de base á notre méthode de calcul approché. 
(n peut ainsi comparer directement les expressions 
données par notre calcul et celles qu'on aurait 
obtenues par intégration graphique et numérique 
directe et exacte. Le tableau III ci-dessus contient 

¿galement les résultats de Ramberg yy *t 7 Pour 
la lentille accélératrice (u; > u,) et la lentille décé- 
lératrice (u; < u,), qui sont identiques aux coefli- 


33 ( 


Cu 
cients + et - obtenus par notre calcul et qui 


sont également reportés dans le tableau III La 


Cr 
figure $ représente 2 et obtenus par notre 


calcul, en fonction du rapport de tension. Les croix 
sont les points de Ramberg. On voit que notre 
approximation est excellente dans le grand domaine 


de tensions = rá 4. Si Pon désire des valeurs 


plus précises pour des lentilles plus fortes, on voit 
qu'il faudra simplement prendre plus de deux ares 
de parabole pour approcher la courbe de potentiel, 

Forts de cette confirmation, nous avons calculé 
toutes les autres aberrations du troisieme 
Le calcul des six coefficients Cn des aberrations 
sellectue exactement comme nous lPavons décrit. 
Nous ne répéterons pas les calculs ici, et nous nous 
contenterons Ven donner les résultats á la figure 8, 
ou les grandeurs 

u 


) yu, 


ordre. 


sont représentées en fonction de De 


permet donc de calculer toutes les aberrations de 
la lentille A immersion. Pour une lentille devenant 
de plus en plus faible, le rapport des tensions tend 
vers 1 el un passage á la limite montre que les 


Cette figure 


grandeurs Z,,, tendent toutes vers la valeur 5. 

(est par erreur que dans notre thése, les mémes 

courbes ont été tracées á partir du point + =0 
u 


7) 


ina pas : 

qu na pas de sens. On voit aussi que lorsque — 

end vers 1, les coeflicients Cn tendent vers zéro. 

Cest également par erreur que dans notre these, 

Pexposant de lts, 


la formule pour Zn 
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est 2 au lieu de — 2 comme cela devrait étre. Nous 
nous en excusons et profitons de Poccasion qui nous 
est donnée ici pour faire la rectification. La figure y 
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Fig. 8. — Lentille á immersion; 
aberration sphérique avec les points de Ramberg. 
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- Lentille á immersion; les grandeurs donnant les 
aberrations du troisieme ordre, en fonction du rapport 
des tensions. 


Fig. 9. 


représente les grandeurs Z,.. donnant les 
tions, en fonction du rapport de tension. On peut 
donc, désormais, trouver á lPaide de ces courbes 
toutes les aberrations du troisieme ordre de la lentille 
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CONCLUSION. 


grandeur de Vaberration. 


Alors quw'en optique lumineuse, on 


construction des 


L'étude exécutée a permis de trouver des for- 
- mules complétes permettant de déterminer les 
- aberrations du troisieme ordre en optique élec- 
—tronique, sans avoir besoin de résoudre des équa- 
tions diflérentielles et des intégrales. Les formules 
“sont approchées mais commodes. Les exemples ont 
—montré qu'on trouvait déja les aberrations á 20 
ou 30 % pres en se contentant d'approximations 
—grossiéres pour le potentiel sur Paxe. La plupart du 
temps, on ne s'intéresse, d'ailleurs, qu'á Pordre de 


construit 
depuis longtemps les instruments en se basant sur 
les aberrations, on se contente en optique électro- 
nique dans la plupart des cas de disposer les élé- 
ments du premier ordre, soit grandeur et position 
de Pimage. L'auteur espére que son travail contri- 
buera á faciliter Pétude des aberrations pour la 
instruments dPoptique électro- 


nique. 
ANNEXE 1. 
Relations donnant les coefficients /3 de l'iconal 


+ (Ca 901302, 


y] 


de 


de 


en fonction des coefficients (! de lViconal 
et de la position de lVobjet et de la pupille. 


n 
METE 
+2oCm7?, 
ny n 
— Cuy + Us? 
+ 57), 
— — (1+ 537) + ( 


+ Ca(i+35/) 


, 


ANNEXE Il. 


Expressions de l'iconal et de ses coefficients 


dans le cas d'une lentille purement magné- 


tique. 


* Les termes du quatrieme ordre de l'iconal pris 
entre Pobjet et l'image, dans le cas oú seul le champ 
magnétique varie, le potentiel électrique étant 
constant, sont les suivants 


— 


+ (2,) FP? 


A) 


e 


Dans cette expression, nous 


abréviations 


pour 
Y, / 


sortie du domaine oú le champ existe. On remar- 
quera que la quantité entre accolades est sans 
dimensions. Pour la décomposition selon les puis- 
sances de a, b, ec, d, il faut considérer que 


ES 


1 


a 

Nous trouvons ainsi les coeflicients Cn. de Viconal 
Esp. Pour simplifier Pécriture, nous donnerons les 
expressions des quantités 


2 


— Zo) 


= bgh 


> 


de 
E 
¿yu y «e 
=— — ¿(Le — LE) Z,,) 
| 
pe 
AY (, d | 
vons fait usage des 
j = y (234), 
A 
A Bi = E + 457 Cua 
273 
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CALCUL PRAT 


On trouve ainsi 


ts 
é- lu= ) A 
Yi Artg as — Ls), et, en outre 
La =2 (y? gh + Li 
o 
ad Nous n'avons pas donné Cog parce que, 
dans Pexemple de la lentille symétrique que nous 
traitons ils sont égaux á respectivement. 
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A ONDES STATIONNAIRES POUR ELECTRONS (+) 
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INTRODUCTION. 


La production de particules accélérées oceupe 
en Physique une place de plus en plus grande. 
Les accélérateurs actuels ont été des facteurs impor- 
tants du progrés de la physique nucléaire pendant 
ces vingt derniéres années; mais cette science 
réclame des appareils encore plus puissants, et il 
est maintenant désirable de disposer d'énergie de 
plusieurs milliards d'eV. 

Un autre champ d'application non moins inté- 
ressant, mais plus étroit, nous est oflert par la 
médecine. Ici, on ne se sert encore que d'électrons 
et il sufflit d'obtenir des énergies beaucoup plus 
faibles comprises entre un et une vingtaine de MeV. 


(1) Ce travail a été réalisé dans la section « Accélérateurs 
de Particule » des laboratoires de la CSF sous la direction du 
Professeur P. Grivet et de M. J. Vastel, ingénieur. 


PREMIERE 


SOMMAIRE. On décrit dans cet exposé les recherches théoriques et expérimentales failes sur 
un accélérateur linéaire pour électrons ú4 ondes stationnaires de 1,5 MeW. 
L'auteur rappelle Pabord le principe de Pappareil, puis montre dans une premiere parlie 
comment il est possible de réaliser un résonateur trés allongé dans lequel Ponde stationnaire 
hyperfréquence (7. ro cm) possede une composante principale dont la vitesse de phase est 
inférieure ú celle de la lumiére. Il analyse ensuite les traits essentiels des mouvements longitu- 
dinaux el transversaux des électrons ú Uintérieur de Uaccélérateur; il conclut en déterminant 
de maniére approchée les principales dimensions d'un quide accélérateur. 


SUMMARY. Theoretical and experimental research is described, made on a standing wave 
linear accelerator for electrons of 1.» MeWV. 

The author first restales the principle of the apparatus and then shows in the first part how il 
is possible to design a very long resonator in which the hyperfrequency standing wave (7. = 10 em) 
has a principal component whose phase velocity is less than that of light. He then analyses the 
main features of the longitudinal and transverse motions of the electrons within the accelerator; 
he coneludes with the approximate determination of the principal dimensions of an accelerator 

guide. 
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337.934.) 


Les accélérateurs cycliques tels le bétatron, actuel- 
lement existants fournissent une solution de ce 
probleme, mais leur encombrement est conside- 
rable et ils ne permettent guére d'obtenir de grandes 
intensités, ni d'opérer directement avec les élec- 
trons; ils ne fournissent que des rayons X et leur 
commodité dans le domaine médical laisse encore 
á désirer. 

L'étude que nous présentons porte sur la cons- 
truction et la mise au point d'un accélérateur linéaire 
á ondes stationnaires pour électrons; elle a ct 
développée surtout en vue des applications médi- 
cales. Néanmoins les résultats obtenus sont valables 
aussi pour les accélérateurs puissants, car ceuxi 
comprennent, en général, une section initiale á 
« basse tension ». Nous espérons done avoir ausi 
contribué au développement des accélérateurs 3 
tres haute puissance. 
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¡ Principe des accélérateurs linéaires. 

L'accélérateur linéaire est un appareil employant 
une source de tension de tres haute fréquence pour 
accélérer des particules décrivant une trajectoire 
rectiligne. La vitesse de phase du champ haute 
fréquence produit doit étre la méme que celle de 
la particule. Cette derniére conserve alors toujours 
la méme position par rapport á cette onde et peut 
étre considérée comme soumise á une force cons- 
tante á la condition que le champ ait une compo- 
sante électrique dans la direction de son déplace- 
ment. 

En premiére approximation, Pénergie acquise 
sera : 

1 

E, étant la valeur absolue maximum du champ 
¿lectrique le long de Paxe en V/cm et 1 la longueur 
daccélération en cm. 

Xotons qu'une onde ayant une vitesse de phase 
diflérente de celle de la particule aura une action 
moyenne  nulle sur celle-ci. En considérant un 
reférentiel lié á la particule, le champ électrique 
provenant de Ponde ayant une vitesse de phase 
convenable est continu, tandis que les autres sont 
alternatifs et au cours d'un eycle, leurs actions 
sannulent en moyenne. 

ll reviendra done au méme de soumettre la parti- 
cule á Paction d'un champ dont la vitesse de phase 
est convenable ou á Paction d'un champ complexe 
dont la décomposition en série de Fourier fournit 
une composante ayant la vitesse de phase conve- 
nable : si cette composante est importante, on 
pourra considérer qu'elle agit seule. 


ce 2. Accélérateurs á ondes stationnaires et pro- 
dé- gressives. 

des 

m Diflérentes méthodes ont été expérimentées ces 
dl derniéres années pour obtenir une onde électro- 
ye. magnétique ayant une vitesse de phase inférieure á 


celle de la lumicre. 


de Mullet [1] a étudié Pemploi d'un guide rectan- 
Ain gulaire courbé; Willshaw [2], Bruck et Wicker [3], 
éti Sidney, Frankel [4], ont proposé Pemploi d'un guide 
cylindrique rempli d'un diélectrique solide. 

les Mais la méthode qui semble avoir trouvé la plus 


mM grande faveur consiste á employer un guide cylin- 
drique a Pintérieur duquel sont placées des cloisons 
metalliques percées d'une ouverture centrale; nous 
le désignerons du nom de « guide ondulé » (fig. 1). 
A ont été employés aussi dans les tubes 
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ES 

á ondes progressives, dans les antennes et les filtres 
pour hyperfréquences. 

Leur étude théorique a été entreprise depuis 
longtemps, mais elle est complexe et parfois diffi- 
cile. Les travaux les plus importants ont été faits 
par Brillouin [5] qui a étudié la propagation entre 
deux demi-plans ondulés, et Chu et Hansen [6], [7], 
qui ont traité du guide circulaire ondulé propre- 
ment dit. 

La méthode d'accélération la plus simple consiste Y 
alors á faire traverser ce guide par une onde électro- 
magnétique ayant un champ électrique axial et 
par un faisceau d'électrons également axial. A la 
sortie du guide, Ponde électromagnétique est dissipée 
dans une charge sans réflexion. Ainsi les accélé- 
rateurs de ce type sont traversés par une onde 


LINÉAIRE 


| 
1 


Guide ondulé. 


progressive et on les a appelés accélérateurs 4 ondes 
progressives. 

Pour un court, il ne semble pas á 
premiere vue que ce systeme soit bon puisqu'une 
partie importante de la puissance se trouve dissipée 
en pure perte á la sortie du guide. Un remede simple 
á cet inconvénient met en «euvre le régime d'ondes 
stationnaires le guide est maintenant muni de 
deux fonds réfléchissants et Ponde utile se réfléchit 
suecessivement d'une extrémité á Pautre; la puis- 
atteint chaque extrémité avec une phase 
convenable jusqu'á ce qwelle soit entierement 
dissipée, soit par eflet Joule dans les parois, soit 
en accélérant le faisceau d'électrons. 

On établit aisément le régime d'ondes station- 
naires voulu en limitant un guide ondulé á deux 
sections droites réfléchissantes convenablement dis- 
posées. Tout comme on obtient une cavité cylin- 
drique en limitant un guide ordinaire á deux sections 
droites, on réalise ainsi une cavité résonnante. 

I"appareil ainsi constitué sera appelé accéléra- 
teur ondes stationnaitres. 
Dans notre laboratoire, 


appareil 


sance 


Paccélérateur linéaire 
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á ondes progressives avait été étudié par J. Vastel [8]. 
Il avait construit un premier prototype fournissant 
un courant de 10 A d'électrons d'énergie de o0,¿MeW; 
puis il termina un appareil qui en 1952 fournit une 
tension de 3 MeWV, Parallélement, et c'est Pobjet 
de ce travail, nous avons cherché á vérifier si la 
version á ondes stationnaires pouvait présenter en 
pratique les avantages de principe que la théorie 
sommaire du paragraphe précédent peut  laisser 
espérer. 

C'est pourquoi nous avons étudié en détail un 
appareil a stationnaires et construit un 
accélérateur de 1,2 MeV qui sera décrit dans la 
suite. 


ondes 


Cet accélérateur comprend essentiellement 


un guide accélérateur; 

un dispositif destiné á produire á Pintérieur 
de ce guide un champ convenable; 

une source dPélectrons. 


Avant de présenter les résultats obtenus, nous 
exposerons nos études sur ces diflérentes parties. 


I. — THÉORIE DE L'ACCÉLÉRATEUR LINÉAIRE. 


l. Le guide accélérateur. 


l.1. ACCÉLÉRATEUR A ONDES STATIONNAIRES. 
Le régime d'ondes stationnaires dans le guide peut 
étre envisagé de deux points de vue différents. 

L'accélérateur á ondes stationnaires dérive de 
Pappareil á ondes progressives et nous savons qu'une 
onde stationnaire peut étre décomposée en deux 
ondes de vitesses opposées. Les problemes de dyna- 
mique se rameneront donc á ceux d'une onde pro- 
gressive puisque, comme nous l'avons déja remarqué, 
une onde dont la vitesse de phase n'est pas égale 
á la vitesse de Pélectron aura une action moyenne 
nulle, L'étude de la dynamique des électrons se 


rattachera done directement aux problemes de 
propagation dans les guides d'ondes. 


Il est aussi intéressant de regarder ce guide 
accélérateur comme un ensemble de cavités réson- 
nantes eylindriques placées bout á bout et couplées 
entre elles par le trou central. 

ll est, en effet, possible d'accélérer des électrons 
avec une seule cavité résonnante et Pon a construit 
des accélérateurs linéaires, constitués par une 
suecession de cavités alimentées indépendamment 
par une source hyperfréquence. Le déphasage entre 
les alimentations et les dimensions des cavités doivent 
étre réglés de facon que les électrons rencontrent á 
Pentrée de chacune d'elles un champ accélérateur. 


SARAZIN 


=W 


Dans lVappareil envisagé ici, on peut appliquer 
un principe analogue, mais les cavités sont COUpléss 
directement par le champ électromagnétique y 
Pon ra qu'une seule source d'alimentation. 

Appelons section fondamentale la longueur WVacc;. 
lérateur comprise entre deux points vibrant e 
opposition de phase. Le fonctionnement en accél; 
rateur exige les conditions suivantes : un électron 
quí s'est présenté á Pentrée d'une section fonds. 
mentale lorsque le champ électrique était accóli. 
rateur, doit trouver encore á sa sortie, lorsqu'; 
entre dans la section suivante, un champ accél 
rateur. Ceci revient á dire que le femps de transi 
d'un électron accéléré, le long VPune section fond: 
mentale doit étre égal ú4 une demi-période du chan 
haute fréquence. 

Mais nous devrons aussi accélérer les électron: 
en partant d'énergies faibles; les électrons auron' 
donc une vitesse croissante sur tout leur parcour 
et, en conséquence, les dimensions géométrique 
des éléments du guide accélérateur devront varie 
progressivement du début á la fin du tube. 

Les travaux théoriques sur cos guides son! 
(Vune telle complexité qu'ils n'ont pas encore él 
entrepris. Nous nous contenterons ici de faire un 
breve étude de la premiére approximation : u 
guide ondulé uniforme présentant une vitesse d: 
phase inférieure á celle de la lumiére. Cette étud 
permettra pas dVPobtenir les dimension 
du guide accélérateur avec une précision suflisant 
pour sa construction, mais elle nous sera util 
pour définir le róle des principaux  parametre 
constructifs et nous guider dans les mesures et le 
ajustements expérimentaux. Enfin elle nous fournir 
lPoccasion de définir un certain nombre de cara 
téristiques de Paccélérateur d'une facon précis 

En résumé, les résultats de ces considératior 
théoriques nous permettront d'établir les grande 


ne nous 


lignes du projet de notre accélérateur. 


1.2. GUIDE ONDULÉ. —— Soit z, V'axe le long duqu 
se déplaceront les électrons; nous voulons obten 
un champ haute fréquence dont la composan 
électrique le long de z aura une vitesse de ph 
égale á celle des électrons. Leur vitesse, toujou 
inférieure á la vitesse de la lumiére, sera varial! 
mais tendra vers celle-ci á la fin de leur parcou 
Nous chercherons done d'abord s'il est posi 
WVobtenir dans un guide uniforme une 
ayant une vitesse donnée inférieure á Cc. 

La théorie des guides d'onde nous fournit 
utile Paccélérateur : le mode Ti 


mode pour 


(ou Ep) dans lequel le champ électrique post 
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ETUDE ET 


ue composante longitudinale (suivant Paxe Oz 
du guide), propre a accélérer les ¿lectrons. 

Dans un guide circulaire ordinaire, les lignes de 
iorce caractéristiques du mode TM, (E) sont 
représentées SUr la figure 2. 

Soit =, r, 0, les coordonnées cylindriques dans le 

guide accélérateur; E.E,E¡, H.H, Hr, les compo- 
santes des champs électrique et magnétique, corres- 
pondantes. 
Le guide á corrugations posséde un certain nombre 
de propriétés du guide cylindrique ordinaire : la 
svmétrie eylindrique autour de Oz, la validité des 
¿quations de Maxwell á Pintérieur, la propagation 
wivant Oz. Ainsi, comme dans tout mode TM, 
iln'y a pas de composante axiale du champ magné- 
tique H. =u; V'autre part, dans les modes TM, E; 
est nul ainsi que H,. 

Étudions done les équations de propagation du 
mode TM, qui est le plus simple permettant Paccé- 
leration WV'électrons, en écrivant d'abord toutes les 
propriétés du guide ordinaire qui sont conservées, 
Les phénomenes envisagés étant harmoniques par 
rapport au temps, les facteurs spatiotemporels de 
propagation le long de Oz restent e” Nous 
sous-entendrons le facteur de temps e ”” dans toutes 
les ¿quations que nous pourrons ainsi simplifier 
dans ce chapitre. 

Les équations de Maxwell s'écrivent 


Mi dE, di - 
=0. 
r di 
E., H, sont indépendants de 0. 
Le systeme (>) s'écrit : 
JH 
| y ¿o'Lo 
, 1 y 
lar” 114) = 
JE. 


fu, par elimination de E, et E., donne : 


PH 
($) | 
dr | r dr | 
wm? 
= — Hi = Hi. 
Posons : 
k = = 


JOngueur d'onde dans le vide; 


DUN 


VMOCELERATEUR 


LINEATRE 


k, constante de propagation dans le vide; 


2, constante de propagation suivant P'axe 2; 
constante de propagation suivant l'axe 


longueur 
D, 


d'onde dans le guide; 
vitesse de phase; 


(5) 


L"équation (/) se résoud d'une maniére classique 
en posant les solutions sous la forme 


Ho ”) e-i3z. 


champ electrique 
champ magnét:que 


TT 


——>» 


ro tion 
propaga - 
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Mode TM), dans un guide circulaire. 


(r) étant déterminé par 


-Trfirn) ( 
dritr * 


(6) 
D'apres (6), f(r) sera une combinaison linéaire 
fonctions Bessel 
deuxieme espece, dVPordre 1. 
s'¿crit done 


des de de premiére espece et 


La solution générale 


+ BUY (y 


(=) E, = 


E. sSobtient par dérivation combinaison 
linéaire des fonctions de Bessel et Pon a, si F désigne 


cette combinaison : 


dr 


Er = Pol), 


A' et B” étant des constantes 


détermincées par les 
conditions aux limites. o 
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intéressant 


ll est WVintroduire d'autres cons- 
tantes A et B dont Pinterprétation physique appa- 
raitra simple par la suite. 
Posons : 
£ 

[ E:=[Avdo( yr) + BY 


Vo, 


Hi 


AA 


ll 


tant Pimpédance intrinseque du vide 


Dans la région voisine de Paxe, le champ est 
régi par ces équations et, par conséquent, leur 
forme doit étre telle que le champ reste fini sur 
Paxe, done 6 =o car la fonction Y devient infinie 


pour r=—o. Nos équations se réduisent ainsi á 


E. Ve 


(90), 


Mi = , Ji yrje 


Ces équations peuvent décrire trois 


cas physi- 
quement diflérents, suivant la valeur imposée á y 
par les conditions aux limites : ce sont des condi- 
tions aux limites particuliéres, qui font Poriginalité 
du guide ondulé et le distinguent du guide ordinaire 
á section circulaire; les équations (9), au contraire, 
sont valables aussi bien pour Pun que pour Pautre. 


a. y réel, La composante du champ électrique 
suivant Paxe des z varie comme (yr), cest-á- 
dire qw'elle décroit lorsque r augmente, s'annulant 
une premiére fois pour (yr) = 2,4048. Ensuite elle 
est oscillatoire et présente un nombre infini de 


DO 
OJO 


DO 
DO 


Champ électrique pour y 


SARAZIN. 


valeurs nulles, lorsqu'on s'éloigne indéfiniment 
Paxe. 

Le champ électrique correspondant a été repré. 
senté schématiquement sur la figure 3, Un tel 
champ se trouve réalisé dans les guides cylindriques 
ordinaires, car il suffit de limiter le champ par ur 
eylindre conducteur passant par A ou par B pou 
obtenir des conditions aux limites satisfaisantes 
le champ électrique sera partout perpendiculaire ¿ 
cette surface. Nous retrouvons le guide d'ond 
ordinaire, mais dVP'apres (5), v >c, la vitesse di 
phase est toujours supérieure á la vitesse de la 
lumiére; un guide de ce genre ne peut done pas ¿tn 
employé dans un accélérateur. 


de 


db. y =0. La vitesse de phase est égale á la 
vitesse de la Jumiére et le champ suivant z es 


constant lorsque r varie. 


c. y imaginaire. On a v< c. La vitesse di 
phase est inférieure á celle de la lumiére comm: 


DT 


Fig. 4. Champ électrique pour 7 imaginaire. 


nous le désirons. La variation de JE. suivant re 
donnée par celle de Jo(j y r), fonction de Bess 
d'argument imaginaire. C'est une fonction réell 


constamment eroissante avec r, qui  ressembl 

asymptotiquement á “e. Le champ a la di 


tribution représentée sur la figure /; il n'est nat" 


rellement plus disposer un simp! 
cylindre conducteur pour limiter cette région, car | 
champ n'est jamais perpendiculaire á Paxe. 
Nous désignerons, suivant la tradition, les fon 
tions réelles J, (jz) et —¡jJ, par 1, (2) el 
et nous poserons jy' = 7. e 
La fonction I,(y/'r) donne la variation rad! 
de la composante longitudinale du champ électriql 


possible de 
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Il est a noter que cette variation est assez lente, 
et que lechamp reste á peu prés uniforme méme assez 

loin de Paxe. 1! varie de moins de 10 % lorsque y, 


passe de 1 á 0,0. 


Définissons Z, Uimpédance radiale de Ponde. 
(10) Z,=— Mo yr) k (yr 


¡YAA étant toujours réel et positif. Z, est donc 


hr) 
une impédance inductive pour toutes les valeurs de r. 


Ainsi pour pouvoir réaliser les conditions souhaitées 
et assurer une valeur imaginaire á y, il faut réaliser 
une impédance inductive aux limites du champ 
cestá-dire tout le long d'un cylindre de révolution 
entourant la région utile. 


Voyons maintenant comment cette condition se 
trouve approximativement réalisée par les corru- 
gations. Dans le guide ondulé (fig. 1), on peut assi- 
miler chaque cannelure á une ligne de transmission 
radiale constituée par deux plans paralléles et dont 
lextrémité est court-circuitée par un  cylindre. 
Si la longueur électrique d'une telle ligne est infé- 


/ , . . 
Pimpédance V'entrée sera inductive et nous 


voyons que dans un guide ondulé la succession des 
cannelures, empilement de lignes radiales, permettra 
de réaliser approximativement les conditions aux 
limites convenables et done d'obtenir des ondes dont 
la vitesse est inférieure á c : comme les conditions 
ne sont pas rigoureusement satisfaites, nous obtien- 
drons en méme temps d'autres ondes parasites dont 
le róle est heureusement négligeable dans Paccélé- 
ration. 


rieure á 


1.3. CALCUL DU CHAMP DANS UN GUIDE ONDULÉ. 

Nous distinguerons dans un tel guide deux régions 
que nous désignerons par les indices 1 et 2; les 
dimensions caractéristiques a, b, h, sont définies 
sur la figure 1. Nous allons préciser la structure 
du champ dans la région Il, celle des cannelures, 
dans le but V'établir une relation entre Pimpédance 
radiale á la frontiére 1 et TI, et les dimensions géomé- 
triques du guide ondulé. Nous envisagerons tout 
d'abord la seule existence d'une onde fondamentale 
dans le milieu 1; nous supposerons aussi que Pépais- 
seur des cloisons peut étre négligée et que le nombre 
Vencoches par longueur d'onde est suflisamment 
grand pour que Pon puisse envisager une solution 
continue des équations de propagation dans le 
milieu IL Ces conditions ne sont qu'approximati- 
vement réalisces dans Vappareil réel, mais les pro- 
priétés du modéle idéal se rapprochent assez étroi- 
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tement de la réalité pour que son étude nous livre 
dW'importants renseignements. 

Le champ dans la région 1, a< r< b, peut étre 
exprimé de la méme facon que dans la région 1 
puisque ces deux régions ont la méme symétrie. 
Les équations de Maxwell s'écrivent, comme dans 
le cas précédent, et donnent pour le mode le plus 
simple : a< r< bd, 


Es; = ¡BI kr)+C kr): 


I) 
| = ¡BJ (kr)+ CY, (kr): 43, 


Les constantes A, B, C sont déterminées par les 
conditions aux limites qui sont ici partiellement 
diflérentes de celles régnant dans la région l; en 


particulier la région II ne contient pas Paxe, et la 
fonction Y ne sera plus exclue des formules. 


1% Les composantes tangentielles du champ élec- 
trique pour r=a doivent étre dans les 
régions l et Il. 


égales 


Cette équation ne peut étre satisfaite pour toutes 
les valeurs de z que si 8, = f,. Les constantes de 
phase doivent étre identiques dans les deux milieux, 
c'est-á-dire que la phase des deux ondes doit se 
propager exactement á la méme vitesse, ce qui est 
bien naturel. Puisqu'il en est ainsi nous pouvons 
supprimer les indices á ces deux quantités, 


Pour r =a, les composantes tangentielles du 
champ magnétique á la surface de séparation doivent 
étre les mémes o 


Ha = His, 


(y 
(13) =[B 4 (ka) + 


Pour r =b, la paroi extérieure est conduc- 
trice et E,. doit étre partout nul Ñ 


(14) Akb)=0. 

Ces trois ¿quations fournissent un systéeme d'équa- 
tions linéaires et homogénes en A, B, C; elles n'au- 
ront de solutions acceptables, non nulles, que si 
elles sont compatibles, c'est-á-dire si le détermi- 
nant constitué par les coeflicients de 
tités est nul 


ces trois quan- 


—Ji(ka) 
o Jy( kb) 


— Fu(ka) 
— J.( ka) (ka) 


radia 
trid 


En développant par rapport aux éléments de la 


premiére colonne, on obtient 


(16) a) k (ka) — Vo( ka) Jo (kb) 
Ici nous considérerons les conditions de propa- 


gation comme données, c'est-á-dire que la fréquence 
de fonctionnement et la vitesse de phase sont données 
par des conditions électroniques (vitesse des électrons 
á accélérer); il en résulte d'apres les formules (5) 
que 8, y et k sont fixées : 


(0) m? 1 


I'équation (16) définit alors une relation néces- 
saire entre «a et hb, Pour réaliser conditions 
désirées, nous rapporterons les constantes 
région et C) 
posant 


les 
de la 
celles de la région 1 (4) en 


B=pA et IM 


(12), (13) (14) s'écrivent : 
4) =p ka) => Y ka), 
o = + q 
qli(ka) 
/. 
et, WVapres Pidentité mathématique, 
Dd a) — dela) 
E 
con a 
k 
, 
ka 
That 


[| 
o 
| 
/ = Á kr Fil 12, 
[pi (kr)= q (kr)] e43=, qa <r b, 


oú 


aly Ju y ay ka) — ki ya) 
, F 4 


y a) J (ka) — k (ya) Ji ka)]. 
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Les dimensions a et b étant liées AUX valeurs 
choisies pour y et k, par la condition 


ka) — ka) kb) 
(ka)— kb) Y kay? 


celle-ci peut étre simplifiée en séparant les variables q 


) o(kb) ) ka ) 
y a y In kb) Int ka) Jul ka) y 
k Fi ka) (kay 
Jn kb) J (ka) 
Yi(ka) Mika) 
kb) 
k  Ji(ka) 
Cette forme (20) est pratique pour les calculs, 
muisque les quantités , tf 
> qu Fals) Ji(s) our. 
nies par des tables [9]. 

ll est á noter que la constante A  représente 
Pamplitude maxima du champ électrique le long 
de Paxe [r =o donne J,(7r) = 1]. Si Pon désigne 
comme d'ordinaire cette derniére par E, on a 

A = E. 


E, est lié á la puissance envoyée dans le guide. 
Celle-ci peut étre évaluée en intégrant le vecteur de 
Poynting sur une transversale du guide. 
Il est commode de faire Pintégration sur la surface 
d'un trou central, r variant de o á a, ce qui fait 
intervenir les champs de la région 1 seulement. 
(On ne considere toujours que la composante fonda- 
mentale.) 


Soit P la puissance moyenne transmise 


section 


$“ 


“Lo Ys 


(91) P= 


H; étant la quantité conjuguée de Hs 


2, A Lo 7 
ES 


En utilisant la relation : 


za? El 
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(18) 


curs 


es q 
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sinsi il est possible d'obtenir la valeur du champ 
maximum sur Paxe en fonction de la puissance 
movenne circulant dans le guide. 
2 Pro 7? 
, 2 . 
(94) | Es y ay] 


Au chapitre 1Il, cette formule nous permettra 
de déterminer la loi de variation du rayon (a) en 
fonction de z, nécessaire si Pon veut maintenir le 
champ constant le long de Paxe lorsque la hauteur 
de chaque encoche diminue; comme nous l'avons 
déja signalé, cette complication est nécessaire pour 
que la vitesse de phase de Ponde reste égale á la 
vitesse des électrons qui augmente régulicérement 
dun bout á Pautre du guide. 

Il est intéressant d'établir la forme limite tres 
simple de cette formule, valable lorsque la vitesse 
de Ponde devient tres voisine de c. 

Si v tend vers c, 7 tend vers zéro, et pres de la 
limite on a 


On a done si y tend vers zéro 


E. 1 
= 
1+ 
Or 
1202 = 3770, E=s 
ce quí donne 
p 


qui se réduit pratiquement á 


480 
.. 
(27) 
a? 


De méme, la condition (20) prendra une forme 


. . 
plus simple lorsque y tend vers zéro. j 2 tend 
(a) 
2 
78 et (20) tend vers : 
(98) un Kb) 2 Y (ka) — ka ka) 
kb) 2 (ka) — ka ka) 
E 


Enfla, les équations (9) exprimant le champ 
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dans la région voisine de l'axe se simplifient beaucoup 
aussi lorsque v est voisin de c. Elles prennent la 
forme 


E:= Ey 
(29) E, e- 132, 
mojo 
10 10 


des z devient indépendante de r. 

ÍTUDE GÉNÉRALE D'UN GUIDE ONDULÉ. 
La précision de ces formules est bonne, mais cepen- 
dant insuflisante pour déterminer la construction 
dun guide ondulé, Il serait possible d'augmenter 
la précision de cette étude en considérant Pensemble 
des composantes de Ponde électromagnétique qui 
traversent le guide. 

On pourra satisfaire ainsi d'une facon plus exacte 
aux conditions aux limites, mais la complication 
des calculs rend Putilité des résultats ainsi obtenus, 
illusoire, et nous avons préféré compléter les indi- 
cations de la théorie élémentaire par des mesures. 

Néanmoins, il est encore utile de faire appa- 
raítre le róle des corrugations réelles, qui contrai- 
rement á ce que nous avions supposé jusqu'ici 
sont en nombre fini la périodicité ainsi créée 
se traduit par la naissance de modes harmoniques 
de Ponde fondamentale seule considérée jusqu'á 
présent. 

Nous savons [théoreme de Floquet (*)] que les 
champs électriques et magnétiques seront multipliés 
par une constante lorsque nous nous déplacerons 
le long de Paxe des z d'une période du guide ondulé. 
Écrivons cette constante sous la forme e oú 
désigne la période du guide. La fonction e-Y* a 
la propriété désirée; mais la fonction la plus géné- 
rale jouissant de cette propriété revet la forme de 
produit d'une fonction périodique de z de période Y 
par e “s, Cette fonction s'écrira sous la forme d'une 
série de Fourier dont les termes sont y 


1 Ane mtier 
e y, est un entré 
Les champs pourront done se mettre sous la forme 
d'une série dont les termes seront le produit de 
certains coefficients par les exponentielles 


(31) 


(1) Pour une fréquence et un mode d'oscillation donnés 
dans un guide de structure périodique, la fonction d'onde 
est multipliée par une constante donnée quand on se déplace 


La composante du champ électrique sur Paxe 


' 
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Nous savons que 1 
pure pour qu'il y ait propagation et en posant 


y = (31), sS'écrit | 


FEA 
(39) 


en posant 


Pexponentielle devient 
(55) e—13n. 


(est le terme que nous avions précédemment oú 8 
a été remplacé par f,. L'onde a alors la vitesse 


2n 
¿lectromagnétique existant réelle- 
ment dans le guide peut étre décomposée en une 
série Pondes de vitesse D,. 

Nous savons déjá que seule Ponde dont la vitesse 
est trés voisine de celle des électrons sert á 
Paccélération. En effet, le champ électrique le long 
de Paxe peut s'écrire 
(34) E.=Y 


et si Pon désigne par uv la vitesse de 


ma, 


Pélectron, on peut écrire £ puisque Ponde fonda- 


mentale accompagne Pélectron. Il s'ensuit 
y em 


On voit que les composantes partielles de E 
qui ont une vitesse p, nettement différente de o, 
ont une valeur moyenne nulle sur une assez longue 
distance done une action nulle en moyenne. Seul 
le fondamental a la valeur v désirable et peut servir 
á Paccélération. Les autres composantes n'auront 
de róle important que dans Pétablissement du champ. 
Les équations (9) s'écriront alors pour elles 


£ 


le long du guide d'une période de celui-ci (cf. L. BrRILLOUIN, 
Propagation in periodic structures). 


m du champ dans les encoches 
peut étre mise sous la forme d'une série de Fourier. 
Les conditions aux limites se traduisent comme 
précédemment, mais le déterminant obtenu a 
un nombre infini de termes. Deux auteurs (Wal. 
kinshaw [10] et Lewin [11]) ont envisagé le probléme 
sous cet aspect en se limitant aux trois premiers 
modes. 

Les calculs, méme réduits á trois termes ne four- 


De méme, Pexpressic 


nissent pas des résultats assez précis pour nous per- 
mettre de construire notre guide  accélérateur. 

De plus, nous navons jusqu'ici envisagé qu'un 
guide théorique dans lequel la vitesse de phase 
est constante. En réalité, á mesure que les électrons 
traversent Paccélérateur, leurs énergies augmentent 
et, par suite, leurs vitesses jusqu'á ce qu'ils aient 
atteint des vitesses voisines de celle de la lumiére, 
Il est done nécessaire de construire un guide dont 
les dimensions varient d'une extrémité á Pautre 
afin d'accorder d'une facon exacte la vitesse de 
phase á celle des électrons. Aucun calcul na encore 
été tenté, ni ne semble possible, pour décrire des 
conditions aussi compliquées. 


Cette étude sera faite expérimentalement cha- 
pitre IL 


1.5. PARAMÉTRES ÉNERGÉTIQUES DU GUIDE. Lox- 
GUEUR D'ATTÉNUATION. — Vilesse de groupe : 0, — 
Dans le régime dVP'ondes progressives, nous définirons 
la vitesse de groupe comme dans un guide ordi- 


naire par 0, tel que 


(356) = ——— = 

| 

oú 2. est la longueur d'onde dans le guide, /, la 


longueur d'onde des ondes libres de fréquence f dans 
le vide, v, la vitesse de propagation de Pénergie. 
Le flux d'énergie X traversant une section droite 
du guide par unité de temps sera le produit de. 
par la densité d'énergie par unité de longueur el si 
lénergie totale W est contenue dans une longueur 
de guide /, on aura 


Facteur de qualité Q du guide Qp. Le guide 
ondulé fonctionnant en régime d'ondes stationnair 
se comporte, comme toute autre cavité résonnante, 


et nous définirons le facteur de qualité Q du guide 


es 
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ondulé en adaptant Péquation ordinaire de la maniére 


suivante : 


1 Energie perdue par ellet Joule par seconde 
12 Os w Energie emmagasinée 
= , 


ici, W, est encore Pénergie dissipée, W Pénergie 
emmagasinée, mais nous évaluons ces énergies par 
unité de longueur. Autrement dit, la cavité étant 
tres longue, nous négligeons les pertes aux extró- 
mités pour ne considérer que les pertes latérales 
et nous faisons intervenir dans la formule au numé- 
rateur comme au dénominateur les pertes par unité 
de longueur, ce quí se montrera utile au paragraphe 
suivant. 


Longueur Palténuation. La longueur d'atté- 
nuation sera la longueur d'un guide traversé par 
une onde progressive au bout de laquelle le rapport 
du flux de puissance á travers la section finale á 

celui á Porigine sera  - 
Considérons une section du guide accélérateur 
parcourue par une onde progressive. X étant le 
flux de puissance á travers une section droite, 


W Pénergie emmagasinée par unité de longueur 
et W, la puissance dissipée par unité de longueur, 


on aura : 


dy 
(38) do + 
) 
Comme £ o. W, on obtient 
O Ms 
quí nous méne á : 
, 
dy m 
(39) %'w 


La longueur d'atténuation sera donc : 


ou encore 


L Co 
h 2% C 


Pemps Eatténuation =. 7 sera le temps durant 
lequel un observateur cheminant avec la vitesse 
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de Pénergie v., voit la densité d'énergie diminuer 
I . 

dans le rapport _- L'énergie pendant le temps di, 


parcourt Pespace dz =vb, dt. Pour cela 
doit parcourir la distance L avec la 
elle met donc le temps 7 


lPénergie 
vitesse D.; 


'. 

Onde progressive et onde  stationnaire. Les 

grandeurs L et 7 gardent un sens dans le régime 

WPondes stationnaires : il suffit de décomposer londe 

deux ondes progressives chemi- 

nant en sens inverse. Il est facile de vérifier que dans 

ce cas particulier (ondes en sens inverse) les énergies 
s'ajoutent, on a 


stationnaire en 


p= W,,+ W mo 


les indices 1 et 2 désignant les ondes partielles qui 
cheminent en sens inverse; les valeurs de L et 7 
attribuées á Ponde stationnaire alors celles 
qui caractérisent chacune des ondes composantes. 


sont 


Calcul du flux de puissance. — 1 énergie totale 30 
dans le proportionnelle au produit 
de ¿ylo; (LE, étant la valeur maximum du champ 
électrique) par son volume. Les dimensions linéaires 
du guide étant proportionnelles á /, sauf la 

gueur, on pourra écrire 34 sous la forme 


guide sera 


lon- 


p étant une constante qui dépend de la répartition 
du champ á Pintérieur du guide; soit W, la puis- 
_sance dissipée par seconde dans le guide utilisé 
pour accélérer les électrons (puissance que nous 
-“supposerons toujours étre faible) : 


lo. 


L"énergie utilisée pour Paccélération des électrons 


pourrait n'étre pas tres faible devant VPénergie 


- On aura : 
1w/ 
27 
2%01.= = —o 
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je, ¿ » 
lr pratiquement égal á Pénergie fournie au guide par 

si  seconde et en désignant cette derniére par W, 


Ainsi le champ accélérateur est proportionnel á 
la racine carrée de la puissance fournie au guide et 
á celle de la qualité du résonateur; enfin, elle varie 


. / 
aussi comme V 
Comparaison avec le quide ú ondes progressives. 


Si Pappareil était á ondes progressives, la for- 
mule (43) ne serait plus vraie. L'énergie fournie au 


e 3 guide serait en partie perdue par effet Joule et en 
partie dissipée dans une charge sans réflection á 


On aurait alors 


W, = pertes Joule + flux de puissance dans la terminaison. 


Pertes Joules = —— + 
v 
y 
Flux de puissance = 0, E 
A = — + Y, = 


Introduisons £  longueur dVPatténuation donnée 
par (40) 


et le champ correspondant á Palimentation á puis- 
sance W, de Paccélérateur á ondes progressives 
s'écrira, en procédant á partir de cette nouvelle 
expression de W,, comme précédemment 


En comparant (44) et (43), nous voyons que pour 
une méme puissance W, fournie au guide donné, 
le champ  accélérateur est plus grand  lorsque 
Pappareil fonctionne en ondes stationnaires; elle 
fournit une tension «Paccélération supérieure á 
celle obtenue dans le fonctionnement en ondes 
progressives tant que Pappareil est court, c'est-á- 
dire que sa longueur [ est sensiblement plus petite 
que £ longueur d'atténuation. 


Liaison entre 3 et la valeur moyenne du champ 
électrique dans le quide. Posons < E? > la valeur 
moyenne du carré de Pamplitude du champ élec- 
trique á Pintérieur du résonateur et calculons =0 
¿nergie totale emmagasinée en fonction de < E? 
La densité d'énergie aux instants 


ty, lam 


oú Pénergie n'est présente que sous la forme élec- 


trique est en chaque point 2—.+ 
2 
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L'énergie totale aux mémes instants, est suivant 

la définition de la valeur moyenne 

—— 

-4 El 
ECE 


» 


(49) 


V étant le volume du résonateur. 
Négligeant lPépaisseur des cloisons, on a 


V=x=b/ 


d'oú 
4 


Comparons á Péquation (42) qui définit p 


W= 
on obtient 
7h? 
On en déduit (5=- |. 
(17) = 
zh y » 


I'intérét de cette formule est que le quotient 
nous sera fourni par les mesures; on pourra donc en 


déduire la valeur de la constante de forme >. 


2. Mouvement longitudinal des électrons. 


2.1. COMPOSANTE ACTIVE DU  CHAMP. Les 
électrons suivent un chemin assez voisin de Paxe 
pour qu'il soit possible de remplacer dans les équa- 
tions (20) du champ J, (71) et J (71) par le premier 
terme de leur développement limite; nous montre- 
rons, en effet, dans le paragraphe suivant qu'une 
focalisation magnétique auxiliaire donne un moyen 
commode de maintenir les électrons au voisinage 
de Paxe. Ainsi nous n'aurons á considérer ici que 
le mouvement longitudinal suivant Oz. 

Dans ce cas, le seul champ accélérateur est : 


(48) Ez= Ev (yr)e- 
et comme J¿(7r) =1+, nous avons, en termes réels : 
Ejycos(33 — w1), p==-5 


v étant la vitesse de phase Á 


(49) E.= E, cos 1) 


Dans le cas oú uv est constant, nous avons Vu 
que seule la composante fondamentale du champ 
avait une influence accélératrice, celles des autres 
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“annulant sur une période. Nous considérerons Je 
“eme , e particule le lons de Oz soumise 
mouvement d'une pe g 


au seul champ accélérateur 


E.= E, cosw ( 


Le probleme revient ainsi á lPétude du mouvement 
d'un électron accéléré par une onde plane (1 fonce- 
tion de z et de £ seulement), monochromatique 
nintervient que par un terme en cosinus) el 
peut étre alors résolu. 


2.2. PARTICULES RELATIVEMENT A 
Nous supposerons que le guide accélé- 


IMMOBILES 
L'ONDE. 
rateur 


a. Produit une amplitude de champ E, constante 
tout le long de Paxe; 

b. Quiil est construit de maniére que Ponde ait une 
vitesse de phase variable d'une extrémité á Pautre, 
de facon á accompagner un certain groupe de parti- 
cules au cours de Paccélération sans les dépasser, ni 
les laisser prendre d'avance; 

Le groupe de particules privilégiées que nous 
envisageons sera appelé groupe immobile par rapport 
a Ponde. 


On peut choisir la construction pour que ce 
groupe ait une position initiale (et, par conséquent, 
finale) arbitraire par rapport á la créte de Ponde 
prise pour origine, dans un certain domaine limité. 
Nous allons V'abord établir la loi du mouvement du 
groupe immobile relativement á Ponde, dans un 
référentiel fixe. 

L'énergie acquise par un électron ayant traversé 
une longueur z du guide accélérateur est Ez. Le 
théoreme des forces vives nous donne alors 
0) Ez=T-—T., 


T et T, étant les énergies cinétiques á la cote 7 


et a Pentrée du guide (z — o). Nous poserons 


(5) 


et Pexpression relativiste de T fournit alors 


ACCÉELÉRATEUR LINÉAIRE 


équation qui s'intégre en 


e a / 
soit 


c(t+!t,) 
= 1 


étant une constante. 
En résolvant cette équation en /,, nous obtenons : 


La loi du mouvement des particules immobiles 
par rapport a Ponde sera : 


54 [mue +c(t+ty) 
(4) Ss + ¿y = 
) 


A ELLE. 


ment du groupe F par rapport au groupe B. Si <, 


et ¿5 désignent les phases de ces groupes d'élec- 


trons, les équations de leur mouvement seront 


dos E 
(55) m, — =eb.,. 
Lar 
d E 
(56) m 
L£ 4 B 


oú m, est la masse relativiste longitudinale : 


Ma 
my= 
4 pa 
F et B étant voisins et ayant des vitesses voisines, 


on a 


En premiére approximation, on aura 


dE: 
23) 


dí EN 
y, 


2.3. MOUVEMENT DES ÉLECTRONS ENTRAINÉS PAR 
L'ONDE ET EN MOUVEMENT OSCILLANT PAR RAPPORT 
Considérons deux groupes d'électrons, 
le groupe B qui se déplace avec la vitesse de Ponde 
et un groupe F dont la phase est voisine de B á 
un instant donné. Étudions tout d'abord le mouve- 


1 
, 
— | 
l- 
. ” 
p- 
Le 
' En posant 
soit 3p=U — 1) , 
dE. 0) En si = U 
— = Fo —t] =— — E, sing 
53) td 1 


Nous étudierons ainsi le mouvement d'un électron 
voisin d'un électron de mouvement stable, ce qui 
revient á étudier le mouvement des électrons autour 
position stable. 

Pour résoudre P'équation (59), nous considérerons 
successivement 

12 m et 


. . 
E, sin comme constants, ce qui 


correspond á un guide accélérateur dans lequel la 
phase de Ponde hyperfréquence est 
constante et éloignée des vitesses relativistes; 


vitesse de 


e) . 
2% meconstant el E, sin (+5) lentement variable, 


cest-á-dire un guide accélérateur comme  celui 
que nous employons, mais dans la partie relative 
aux vitesses éloignées de celle de la lumiere. 
39 m et Esin (25) lentement variables. 
On supposera que ¿, est constant tout le long 
du guide. 


a. Etude du  mouvement  relatif avec met 
. . 
E, sin (25) constants. — Le mouvement est déter- 
miné par une équation de la forme : 
d? 
(60) +(U=o0,. 
dez 
— Celte équation n'est autre que Péquation du pen- 
dule. L'élongation est donnée par 
(61) U= z,cos(wt +), 
avec 


et 2/2. 


Nous nous servirons de cette analogie pour décrire 
le mouvement. Nous prévoyons ainsi que lorsque 
Pécart de phase entre le groupe de phase stable B 
et le groupe mobile considéré reste faible, celui-ci 
est animé d'un mouvement oscillatoire de petite 
amplitude dont la fréquence est indépendante de 
celle-ci; c'est Pisochronisme des petites oscillations. 

Lorsque Pamplitude augmente et que Pon accélére 
des électrons dont la phase initiale est éloignée 
de la phase des électrons stables PB, le mouvement 
oscillatoire, la période n'est plus constante. 
Enfin lorsque cette amplitude augmente encore, 
on atteint une valeur pour laquelle Pélectron apres 
étre passé par une position instable s'éloigne indé- 
finiment de Pélectron stable (ceci correspond au 
cas de la rotation dans le pendule). Ainsi, si Pon 
injecte les électrons durant toute une période, 


reste 
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c'est-á-dire si leurs phases initiales sont régulió- 
rement distribuées sur un intervalle égal 4,2 
il ny en aura qu'un certain nombre qui seront 
accélérés et ils seront groupés autour de Pélectron 
dont la phase initiale correspond á Bb. 


b. Étude du mouvement relatif pour m constant 


el E, sin (+5) lentement variable. — Cette équation 


est de la forme 
dez 


(69) 
Nous tenons compte maintenant de la variation 
de y le long du guide, ce qui introduit une fonction 
de f (f) au lieu de la constante envisagée. Les équa- 
tions de ce type ont été étudiées simplement par 
Jeffreys [13] á propos de Péquation de Schródinger 
en faisant un certain nombre d'hypothéeses restric- 
tives sur f (tf). On admet essentiellement que f (1) 
varie lentement avec £; la condition précise de 
lenteur apparaitra au cours de la rie 
Écrivons les solutions de la forme 
a (1) doit étre solution de 


¡dea day! 
de? Car) 
Equation que nous résoudrons par approximations 


en supposant que «a(f) est une fonce- 
tion lentement variable de £ de facon á avoir 


de; 


valeur dans Péquation (63) 


(63) 


successives, 


la solution s'écrit 


a = 


en substituant cette 


dea 
dans le terme ar? n a 


day? 


07 ) 


el comme -¿, est petit vis-á-vis de f, ona: 


(64) de + NICO), 


: 


Le 


est 


en 


pre 


+=» 
ye 
13: 
| | En 
ete 
tant 
m 
lar 
: 
He 
ve 
g 
th 
di 
=10 
U= 
le 
1 


En explicitant f (0) : 


em En si 
= — 
) 


et en prenant la partie réelle, C et 9 étant des cons- 

tantes définies par les conditions initiales, on obtient : 


r C 
(65) U= Y 


cm V 
[= E, sin(gn)| 
mps 


cu) 
COS / fem E, sin(gy) dí +6 . 
mv 


Il est intéressant d'étudier les conditions de validité 
de 'hypothése que nous avons faite. La condition 
est 


en substituant á «a, sa valeur 


obtenue dans la 
premiére approximation, on a 


1 
d -, 
2 d I 


de di VÍ 1) 


Négligeons la variation de m, avec f et prenons 
les valeurs les plus défavorables pour Pinégalité 
dans un cas pratique typique 


de veo Es, eEsxo,030 € dí 


d I de 


Si Pon admettait que les électrons sont accélérés 
depuis zéro á e dans le temps mis pour traverser 
Paccélérateur d'une facon linéaire, on aurait 


de Av 3.1014 3 000.10" 
Y 5 


=3,10%, 

Ainsi dans le cas le plus défavorable, nous avons 
supposé que Pamplitude des oscillations était égale 
á la longueur de Paccélérateur, Pexpression est de 
Pordre de 1 et dans les cas pratiques que nous envisa- 
gerons dans la suite on peut admettre que P'hypo- 
these faite méne á un ordre de grandeur acceptable 


du résultat ( Vitesse initiale, 20kV; - = 0,27 dans un 
Cc 
Cas et So kV, , =0,5 dans 1 autre). 


L'équation (65) nous donne encore un mouve- 
ment oscillatoire autour de B; il West plus pure- 
ment sinusoidal, mais les phénoménes gardent 


147 


Pallure générale que nous avons décrite précé- 
demment : » 


- 
L'amplitude des oscillations devient 


1 


et leur fréquence instantanée : 


| — En sin(20)| y 


c. Élude du mouvement relatif dans le cas général. 
On considere maintenant la variation de m, 
avec le mouvement : Péquation générale du mouve- 
ment est 
(66) 


d de eu 
m =-— — E, sin9pU, 
di"? de 
d'oú en posant 


en 


(67) sinz 


68 U 
(609 ) m + = 0, 
de? 


Nous utiliserons les mémes procédés d'approxi- 
mation que précédemment en supposant m, lente- 
ment variable. Cherchons une solution de la forme : 


U=eii0, 


(69) du 


(1 
dí J 


a (ft) doit étre solution de : 


A 


( 


soit 


(70) - 2att)+= - = 0. 
m 


L My, 
Nous obtenons une équation de la méme forme 
que Péquation (63) avec un terme supplémentaire 


j <4'(t) qui fait intervenir la variation de la masse 
“m) 


longitudinale durant le mouvement. La variation de 
ce terme est lente puisqu'on envisage le mouve- 
ment du groupe d'électrons autour de sa position 
moyenne. 
Nous avons 


ÉTUDE ET RÉALISATION D'UN ACCÉLÉRATEUR 
7. 
'On 
E 
¡on 
1 
par d, 
de y 
.. 
63) 
m L 
WAY —— 


subetituant dans P'équation (70), nous obtenons Elle diminue la augmente et 
s'annulera pour y . Lorsque v s'approche de e 
(71) YO, / +j d il est bien clair que tout mouvement oscillatoire 
deX my devient impossible puisque Pélectron ne peut jamais 
soit en faisant les approximations ordinaires : aller á une vitesse > a celle de la lumiére, 
nn Pour 0,8 c et E, 30.000 V/em, la fréquence des 
( ) | oscillations sera de Pordre de 500 Me /s. 
(72) dai) ma my 
dí Mm, 2mMp 2.4. ÉTUDE QUALITATIVE DE  L'ENTRAINEMENT 
. my DES ÉLECTRONS DANS LE MOUVEMENT ABSOLU. 


Poú Les études précédentes auraient pu nous fournir 


(93) | des renseignements sur ce point, si nous avions pu 

résoudre les équations originales du probléme 
YD y il nous aurait alors suffit de déterminer les valeurs 
j á my des paramétres initiaux (phase initiale de départ, 
<¿ soit vitesse initiale) qui donnent une amplitude infinie 
O aux mouvements d'oscillations, ces valeurs auraient 
(74) y, délimité les zones á Pintérieur desquelles doivent 
[L(t)m, |: se trouver les parameétres initiaux pour que les 
. électrons soient entraínés par Ponde; ces électrons 
eto étant des constantes W'intégration. sont naturellement caractérisés par une amplitude 
MES (o finie des oscillations étudiées au paragraphe pré- 
cédent. Malheureusement, alors, nous avons dú 
| | abandonner toute solution rigoureuse du probléme 
, >. réel et nous contenter de raisonner sur des données 
cos | sin(3y) de 3 | simplifiées, nous avons résolu un probléme « tan- 


gent » au probleme réel. L*approximation n'est 
Nous avons done encore un mouvement oscilla- quaux immédiats de la phase 
toire autour de /3. L'amplitude de ce mouvement Stable, par construction; lá elle donne correctement 


est lPamplitude et la période Poscillation; au contraire, 
sa lorsqu'on s'éloigne des conditions valables pour le 
(76) ( [: EX sinzn | : groupe de phase stable, les données des deux pro- 


blemes, le réel, et son image approchée s'écartent 
| ¿sin 2, | restant toujours plus petit que 1 et E, beaucoup et en particulier á la frontiére des zones 
étant maintenu constant tout le long de Paxe par de stabilité, notre approximation ne vaut plus rien. 


construction, Vamplitude  varie  essentiellement  1l faut alors avoir recours á un autre raisonnement : 
comme le caleul numérique du probleme complet est possible, 
1 1 


“7 - mais nous nous contenterons ici d'un raisonnement 
) qualitatif, qui nous donne un ordre de grandeur 
acceptable de Peflicacité du dispositif; il faudrail 
évidemment recourir au calcul numérique détaillé si 
Pon voulait prévoir quantitativement la forme 
2) du spectre d'énergie obtenu. 
ef1— 


( son ( 


ou encore 


My 


Nous considérons donc maintenant le mouvement 


absolu des électrons par rapport á un référentiel 
Nous voyons que Pamplitude diminuera au fur 


ó 4 fixe lié au guide accélérateur. 
» » » » £ » yo » » . . , 
$ et á mesure que Pénergie augmentera et que uv Nous négligeons encore les ondes qui n'ont pas 


tendra vers c. une vitesse voisine de celle de Pélectron puisqu'elles 
La fréquence des petites ont une influence moyenne nulle; eltes produisent 

5 seulement des perturbations aux oscillations autour 

w=| de la position moyenne des groupes d'électross 
Considérons alors le champ E. (fig. 5). Examinom 

em cido IP | d'abord le cas simple oú ce champ se déplace á un 
dy Es -vitesse de phase constante, la position stable du groupe 


(57) 
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(électrons sera alors une position telle que D par 
rapport á la eréte de Ponde, Pélectron ayant á la 
fois la vitesse de lPonde et cette position, ne sera 
soumis á aucune force et conservera cette vitesse. 
Son mouvement est stable, car si nous le supposons 
retardé il prendra une position telle que P” par 
rapport á la créte de Ponde; il trouvera donc un 
champ accélérateur dont Pinfluence corrigera les 
effets de Paccident. Si inversement il est accéléré 
accidentellement, il passera en une position DP”, 
viv Peffet de Ponde sera de le retarder, done encore 
de réparer Paccident. Cette position est stable, 
mais ce premier exemple est trop simple puisque 
lélectron se déplace mouvement uniforme et 
ne subit aucune accélération. Un systeme de ce 
genre ne pourrait pas constituer un accélérateur. 

Supposons maintenant que la vitesse de phase 
dans le guide soit variable suivant la loi réali- 

qui oblige Ponde 
uniformément 


sable comme nous Pavons vu 


accompagner les électrons accó- 


lérés, Dans ce cas, un groupe d'électrons pourra 
encore rester dans une position de phase stable 


par rapport á la créte de Ponde á condition qu'il 


posséde une phase initiale comprise entre 


et +2, le zéro des phases étant compté a la créte 
, 


positive de Ponde. Considérons done une onde 
sinusoidale telle celle que représente la figure 5 
(E, champ maximum) pour laquelle la phase des 
groupes dVPélectrons en équilibre par rapport a 
Ponde accélératrice correspondra soit au point B, 
soit au point €. 1 suffit pour cela que le champ 
constant E, choisi pour calculer le point accéléré 
du groupe stable soit inférieur á E, et soit repré- 
senté par Pordonnée commune de B et C. 

Étudions encore la stabilité de ces positions. 
Le raisonnement est le méme que précédemment. 
En B, si Pélectron acquiert une vitesse supérieure 
a celle de Ponde, il trouvera automatiquement un 
champ accélérateur plus faible et sera retardé par 
rapport aux électrons B. De méme s'il est freiné, 
il trouvera un champ plus élevé et reprendra la 
position B> qui est une position stable. 

Au contraire € est á une position instable pour 
des raisons analogues 


En € si Pélectron acquiert une vitesse supérieure 
a celle de Ponde, il se trouve dans un champ accé- 
lrateur plus clevé et sa vitesse augmente encore 
51 bien quil s'éloigne de sa position initiale. De 
meme sil est freiné, il trouvera un champ plus 
faible et s'éloivnera encore de € 


Nous pourrons done choisir une position de 
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phase stable quelconque comprise entre o et - 
par rapport á la créte de Ponde hyperfréquence. 
Plus la position de phase stable sera voisine de la 
créte A et plus Paccélération sera élevée pour une 
méme longueur, mais malheureusement aussi, moins 
nombreux seront les électrons entrainés. 
Étudions, en effet, le mouvement des électrons 
dont la phase d'injection est différente de celle de B. 
Nous avons vu précédemment qu'un groupe 
WVPélectrons voisins du groupe B aurait un mouve- 
ment oscillatoire autour de B lors du mouvement 
général de translation. Il existe donc un intervalle 
de phase pour lequel les électrons seront accélérés, 


A 


E 


0 
> 


Fig. 5. — Champ accélérateur E. 


Soit F un groupe d'électrons de ce genre; nous 
allons faire varier leur phase d'injection par rapport 
á celle de Ponde prise comme référentiel. 


19 F entre o et €. Position F, : le groupe est 
dans un champ accélérateur inférieur á E,, Ponde 
se déplace plus vite que lui et sa phase diminue; 
il est perdu. 

20 F entre € et B. Position F, : le groupe est dans 
un champ accélérateur supérieur á E,, il tend done 


á aller plus vite que Ponde et sa phase relative par 


rapport á celle-ci augmentera en valeur algébrique. 
F se déplacera dans la direction de B. 


Il est intéressant de déterminer la position 
maximum qu'occupera au delá de B le groupe d'élec- 
trons situé initialement en €. 

Nous appellerons K le point limite qu'ils atteignent 
et qui joue un róle important. 

La force agissant sur le groupe d'électrons dans 
son mouvement relatif est e(E., 
proportionnelle á la diflérence des ordonnées des 
points F et B sur la figure 5. Les abscisses étant 
proportionnelles aux déplacements 
limitées á la courbe, l'horizontale 


réels, les aires 
passant par B 
1953. 11 


-E.,), elle est 


y E 
K 
0; P 


140 
et 
als 
re, 
Te 
N 
pu 
art, ? 
ini 
ent 


et la verticale de F, seront proportionnelles au 
travail correspondant au mouvement relatif de F 
autour de B. 

Dans les deux demi-oscillations, le travail étant 
le méme, un groupe dWVélectrons F dont la phase 
initiale est légéerement supérieure á € atteindra une 
position K telle que les deux aires hachurées de la 
figure 5 soient égales. 

En particulier, K sera déterminé en appliquant 
cette remarque au point € par la condition que 
les aires hachurées soient égales. 

30 F entre B et K. Position Fj, : le groupe est 
dans un champ accélérateur inférieur á £,, il perdra 
done son avance de phase sur B et tendra vers B 
en eflectuant un mouvement oscillatoire autour de B. 

12 F au delá de K. Position F, 
encore dans un champ accélérateur inférieur á £,, 
1] perd son avance de phase en se rapprochant de B, 
mais la force de rappel est assez forte pour lui faire 
—dépasser la position €, comme on le voit par un 
raisonnement analogue á celui du paragraphe pré- 
cédent. Il est alors dans un champ retardateur et 
est définitivement perdu pour Ponde. 

Ainsi nous voyons que si nous réglons le guide 
accélérateur pour que Ponde accompagne les élec- 


le groupe est 


_trons B accélérés par le champ £,, tous les groupes 
dWVélectrons dont la phase par rapport á Ponde est 
-comprise entre 2, et 2. seront accélérés. 

Il apparait ainsi que plus ¿, sera faible et plus 
le nombre d'électrons accélérés sera grand. 

Le but de notre appareil d'étude étant surtout 
«Vobtenir des électrons accélérés á des valeurs 
de E. 

E, étant déterminé, le mouvement des divers 
WP'électrons dont la comprise 
entre 2 et 2. apparaít comme un mouvement de 
translation auquel se superpose un mouvement 


phase est 


Pamplitude ira en diminuant au fur et á mesure que 
leurs énergies augmenteront, parce que la masse 
relativiste m, augmente et qu'en conséquence les 
amplitudes diminuent. Si Paccélérateur est 
tous les groupes tendront vers une position telle 
que B par rapport á Ponde et Paccélération pourra 
¿tre considérée comme celle d'un faisceau d'électrons 
á phase d'injection constante. 

Dans notre réalisation qui est courte, le regrou- 
pement n'a pas le temps de se faire et Pon obtient 
á la sortie des électrons dont les énergies varient 
sur tout un intervalle : on observe un spectre 
d'énergie, comme nous le décrirons en détail par 


long, 
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3. Mouvement transversal des électrons, 


3.1. FORCE 


DÉFOCALISATRICE. Nous n'avons 
jusqu'ici considéré que le mouvement axial des 
électrons en supposant qu'ils restaient au voisinage 
de Paxe, mais la présence d'un champ ¿lectrique 
et magnétique soumet les électrons á des forces 
radiales. 

En appelant B le vecteur induction magnétique, 
nous avons 


» » 


(78) F=ze.E+e.unB, 
u étant la vitesse de Pélectron, done 
79) F,=e.E,— eu Bj. 

Les champs E, et By sont donnés par les équa- 
tions (So) et (81), ou nous écrivons E, au lieu de A 
comme nous lPavons obtenu : 

| 

(81) Bop = pu = Di y 


et comme = 


| 


(89) yr ye 


Bi=/ 

ec / 
finalement en  tenant relations 
entre B, y et K: 


(83) Bi = Bs. 
Ill en résulte y 


(84) F,= 


Dans le cas oú la vitesse de phase est égale á celle 
de Pélectron 


compte des 


nous le 
vy? 

) , 


E, varie avec 7; mais nous envisageons seulement son 


comme supposerons u=y 


(85) F, =eÉE, 


action sur les électrons B, qui se déplacent á la 
méme vitesse que Ponde et ceux-ci se trouvent tou- 
jours soumis au méme champ £E,, d'un bout á 
Pautre de leur trajectoire. Au premier ordre, les 
équations de Maxwell donnent : o 

(86) 

2 03 

Pour les électrons B de phase stable, la figure > 
montre que Pon a toujours : 


dE. 
o 


(87) 
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ÉTUDE ET REALISATION 


vinsi lorsque les électrons ont une phase conve- 
nable pour étre accélérés, nous aurons toujours une 

force défocalisante 


de 


Autrement dit, la force radiale agissant sur des 
ilectrons accélérés les écarte toujours de Paxe, et 
cette loi est une conséquence directe de la condi- 
tion uw< e; lorsque la vitesse commune de Ponde 
et des électrons se rapproche de e, la force défoca- 
lisante tend vers zéro. 


RAYON DU FAISCEAU D'ÉLEC- 
La force radiale FF, est 


3.2, CALCUL DU 
TRONS ACCÉLÉRÉS. 
portionnelle á la distance radiale r comme le montre 
la formule 


pro- 


car au voisinage de Paxe on peut remplacer dans £,, 


J,(y1) par 7 , et; par 8, ce quí donne 


Nous nenvisagerons mouvement des 
electrons stables (13) quí accompagnent Ponde dans 
son mouvement. Tis ne changent pas de position 


que le 


relativement á la créte de Ponde et | w 2) 


reste fixe. Le 


seul facteur variable avec z sera 


Si nous ¿erivons Péquation de la dynamique 
relativiste 
d/ o 


nous nous contenterons d'une évaluation grossiére 
de la défocalisation latérale, car cet effet est tout 
petit et pour Fintégration approchée nous rem- 
placerons la vitesse variable o, par une valeur 
moyenne le long de PFaccélérateur v; nous obtien- 
Pe ainsi une force moyenne FF, indépendante 
de z 


Y) F,=hr, 


aree A = | 30. 


ll lui correspond une énergie potentielle U (r) 


Uirj=— 


L intégrale des forces vives dans le mouvement 


D'UN 


MOCÉLERATEUR LINÉATRE ASA 


radial s'écrit, m, étant maintenant la masse rela- 


tiviste transversale : 
(91) mi 
, 
dilogr)P? h 
== 
d/ 


Le rayon r sera multiplié par e dans un temps 


2 


On retrouve ainsi Pinverse de la pulsation +” définie 
par Péquation (77) multipliée par y2. Nous avons 


vu que f' => était toujours trés inférieur á la 


. . 27 
fréquence des oscillations hyperfréquence; - est done 
0) 


tres grand devant la période haute fréquence, T, 
et comme le temps de parcours d'un accélérateur 
court n'est que d'une dizaine de périodes, on voit 
que le rayon variera peu. 

Sur le petit parcours de notre accélérateur, avec 
un faisceau bien centré sur Paxe au début de Paccé- 
lération la focalisation latérale ne présente aucune 
difliculté; il est, au demeurant toujours possible 
et pratiquement commode d'annuler les faibles 
eflets de ce champ défocalisant par un champ 
magnétique longitudinal. 


3.3. CHAMP MAGNÉTIQUE FOCALISATEUR. — Si ce 
champ auxiliaire était seul, les électrons décriraient 
autour de Paxe une hélice de petit diamétre, la 
force de rappel étant proportionnelle á r. Il sera 
toujours possible de donner á cette force une valeur 


assez grande pour annuler et méme surmonter 
largement Paction de F,, donnée par TPéqua- 


tion (88). 

En effet, si nous désignons par B la valeur de 
Pinduction dans le champ focalisateur longitudinal, 
on obtient la force radiale totale (7, en ajoutant á la 
force FF, hr, due au champ de haute fréquence, 
la force due au champ de focalisation dont lP'expres- 
sion classique est f eBrU' 

(94) G,=—eBr0 + hr. 


Cette force doit équilibrer la force centrifuge m,r(0”?, 


es AAA 
2 
le, 
y" . 
1 
(93) | :) AA Á 
h 
, VE 
. 
| 
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ear dans les mouvements transversaux, Péquation 


de la dynamique relativiste s'écrit simplement 


G,, 


»,, étant Paccélération transversale. On obtient done 
Péquation 


(95) —eBrW+hr+m,r0?=0, 
oú le facteur commun r s'élimine, et qui, résolue 
en 0” donne : 


(96) 0= — E ) 
2 m 2m; mi; 
La projection du mouvement sur un plan de front 
sera un cercle comme dans le cas purement statique 
si la racine 0” est constante et réelle; il faut done 
que B satisfasse á Pinégalité : 


étant entendu que m,, lentement variable est consi- 


(07) 


déré comme approximativement constant. = est 

la pulsation correspondant á la fréquence gyroma- 

gnétique caractéristique du champ focalisateur 

elle est d'environ 3 Mec/s par gauss, tant que m, 

ne différe pas trop de la masse au repos, my; Vautre 
1 


part, (5 ) =1., équation (93). On obtient. 


22 


lo 


RÉALISATION 


DUUN ACCÉLÉRATEUR LINÉA IKE 
et comme 4 
1 w anf' 


f' ¿tant la fréquence des oscillations des électrons 
voisins de la position stable 


(98) 

Nous avons vu que la fréquence des oscillations 
longitudinales f' tendait vers zéro lorsque » tendait 
vers C. La focalisation sera done P'autant plus facile 
que la vitesse des particules approchera de e. Dans 
les régions initiales ou y est faible, la valeur minimum 
admissible pour le champ focalisateur B- sur Pax 
sera égale á 


(99) =0,45 


en exprimant f en Mc/'s. Nous avions obtenu comme 
ordre de grandeur de f : 500.10f € /s, ce qui montre 
qu'il suffira d'appliquer des champs de Pordre 
de 250 gauss, ce qui est facile. 

Lorsque cette condition sera remplie, le faisceau 
WV'électrons conservera approximativement la méme 
section d'une extrémité á Pautre de Paccélérateur, 

Il apparaít ainsi possible d'accélérer des électrons 
dans un accélérateur linéaire d'une facon stable el 
de les obtenir dans un faisceau étroit á la sortie, 
ce que Pexpérience nous a permis de vérifier sur 
notre appareil. 

Nous étudierons dans la deuxieme partie de cel 
exposé le calcul du guide accélérateur. 


(A suivre.) 


BIBLIOGRAPHIE. 


[1] L. B. MuLLer, A resonalor «accelerator with «a 
rectangular corrugated guide (T. R. E. Report, 
t. 2021). 

[2] W. E. WiLLsHaw, 
research labs of 
n* 8766 B (1945). 

[3] G. G. Bruck et E. R. 


Confidential report 
General Electric Co 


Phys., t. 18, 1947, P. 706). 
[4] S. 
with two coaxial dielectrics (J. 
t. 18, 1947, p. 650). 
[5] L. BriLLov1IN, Waveguides 
Appl. Phys., t. 19, 1948, p. 
[6] E. L. Chu et W. W. Hansen, 


Appl. 


1025). 


1947, P. 990). 


from 
Ltd 


WiICKER, Slow transverse 
magnetic waves in eylindrical guides (J. Appl. 


FRANKEL, TM, mode in circular waveguides 
Phys., 


for slow waves 


The theory of 
disk-loaded waveguides (J. Appl. Phys., t. 18, 


[7] E. L. Chu et W. W. Hansen, Disk loaded wave 
guides (J. Appl. Phys., t. 20, 1949, P. 280). 

[S] P. GriverT et J. VasteL, Quelques mesures sur 
un accélérateur linéaire (C. R. Acad. Sc, 
t. 232, 1951, p. 809). 

[9] Jamuke Embe, Tables of higher functions, 
¿* édition, p. (Teubner, Leipzig, 194%). 

[10] W. WaLkixsmaw, Notes on Waveguides for 

show waves (J. Appl. Phys., t. 20, 

p. 634). 
Lewin, Advanced theory of 
(London, lIliffe and Sons, 1951). 
[12] K. JoHnsex, Heavy Beam Loading in 
electron accelerator (Proc. Phys. Soc. B, t. 6% 
p. 106», 1951). 

[13] H. Jerrreys, Method of mathematical physics 
(Cambridge, Univ. 19406). 


1949 


[11] L. Waveguides 


Press, 


e 

y 
uy 

y 4 

Y 

% 

- 

$ 
Y - 
4 

aj 
y 
» 
ÓN; 

y 

— | 

Si 

1304 

y 
. 


tions 
adait 
acile 
Dans 
Mur 


mme 
Intre 
dre 


psics 


SPECTRE DE PUISSANCE SA | 
D'UN OSCILLATEUR NON LINEAIRE PERTURBÉ PAR LE BRUIT o 


Par Aucustixn BLAQUIERE. 


SOMMAIRE. L'effet du bruit de fond sur le régime d'un auto-oscillateur produit ú la fois des 
fluctuations de fréquence el d'amplitude du signal. Le premier effet a fait Pobjet d'un précédent 
Mémvire |2] et Pauteur examine ici le second, les fluctuations d'amplitude. 


¡ o Il est commode de décomposer le bruit naturel en un bruit cohérent avec le signal théorique 
et un bruit incohérent. Seul le bruit incohérent influe en effet notablement sur Pamplitude du 
y : signal, ce quí conduit « faire intervenir seulement ce bruit incohérent dans Uévaluation du 


bruit. 
Le spectre de puissance du bruit est obtenu, et Pon véri fie que le principal facteur dont il dépend 
est la constante de temps = de Poscillateur. L'évaluation de = en fonction des paramétres du 
circuit donne done les conditions pour lesquelles la puissance de bruit est minimum. Elles se 
résument ainsi 


«a. Grande amplitude de régime, sans introduire toutefois trop d'harmoniques 
b. Phase de la réaction tres lentement variable avec la fréquence. 
(C. D. U. 621.396.615.) 
SUMMARY. The effect of background noise on the operating conditions of a self-oscillator 
produces both frequency and signal amplitude fluctuations. The former effect was dealt with 
in a previous Note |2| and the author here examines the latter, the amplitude fluctuations. 
It is convenient to decompose natural noise into a noise coherent with the theoretical signal 
and into a non-coherent noise. Non-coherent noise alone has an appreciable effect on signal 
signal 


amplitude; this leads to taking into account only this non-coherent noise in evaluating a 
nots 


ratio. 

The noise power spectrum is obtained and it is shown that its principal factor is the oscillator 
time constant =. Evaluation of = in function of circuit parameters thus gives the conditions 
for which noise power is a minimum. They can be resumed as follows : 

a. Operating conditions at high amplitude, but without introduction of too much harmonics. 
b. Feedback phase varying very slowly with frequency. 
(U. D. C. 621.396.615.) 


I. — INTRODUCTION. fréquence extrémement bien définie. C'est le cas 


pour tous les oscillateurs exceptionnellement soignés, 

EFFETS NÉFASTES DU BRUIT DE FOND tels que les horloges radioélectriques, les maítres 
DES AUTOOSCILLATEURS oscillateurs des émetteurs de radiodiffusion, etc. 
Nous avons étudié les facteurs dont dépend 

INSTABILITÉ DE FRÉQUENCE. Dans un  TPinstabilité de fréquence due au bruit afin d'essayer 


premier exposé [2], nous avons vu que le bruit de de la réduire, et nous avons pu évaluer quantita- 
fond perturbe de facon irréguliére la fréquence du  tivement sa grandeur en fonction des paramétres 
signal émis par un oscillateur. Cet effet n'est génant des circuits. 

que lorsqu'on cherche á obtenir une oscillation de Il est apparu alors que la stabilité de fréquence 
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A 


est tres variable suivant la facon dont est appliquée 
la réaction qui assure Pentretien. Si la phase de 


cette réaction est juste égale á “, cas théorique 
, 


irréalisable en toute rigueur, les écarts de marche 
sont minima. lls atteignent dans ce cas une limite 
thermodynamique indépendante des qualités du 
systeme choisi. 

En pratique la phase 9 de la réaction differe 


toujours de = et la stabilité de fréquence dépend 


beaucoup du schéma de Poscillateur. Elle est tou- 
jours trés inférieure á la limite thermodynamique. 
Le róle de la réaction apparait clairement dans 
FPéquation générale dPoscillation dont nous rappel- 
> -lerons la forme dans la suite [équat. (3)], car elle 
nous servira ici de point de départ. 


b. INSTABILITÉ D'AMPLITUDE. I'instabilité de 
fréquence Mnest cependant pas la seule manifes- 
tation du bruit. Elle est toujours accompagnée 
Pune fluctuation de Pamplitude du signal dont les 
- conséquences ne sont pas moins graves dans de 
_nombreux domaines, en dehors de la mesure des 
temps et des fréquences. Les deux effets sont 
distincts. L'instabilité d'amplitude et Pinstabilité 
de fréquence sont en effet deux phénomeénes de 
nature différente au méme titre que la modulation 
en amplitude et la modulation en fréquence d'un 
signal donné. C'est pourquoi nous les avons exa- 
minés séparément. 
Précisons nettement le nouveau probleme 


On a pris Phabitude de traiter indépendam- 
ment le signal et le bruit. Par exemple, on étudie 
couramment les opérations classiques : amplifica- 
tion, transmission, redressement, efflectuées sur un 
« signal bruit » initial. On caractérise Ponde 
obtenue en évaluant son taux de bruit sous la forme 
rapport On 
quadripóle par sa « figure de bruit » définie par le 


signal sur bruit de sortie 


juge les qualités dPun 


rapport plus compliqué 


signal sur bruit d'entrée 


Cette facon de procéder est le plus souvent légi- 
time, mais il peut arriver que la source 
n'émette pas un signal et un bruit nettement dis- 
tincts; c'est ce qui se produit ici. 


aussi 


La source peut 
introduire á Porigine des mélanges plus ou moins 
compliqués du signal et du bruit. C'est ce qui a 
lieu lorsque Poscillateur qui produit le signal fone- 
tionne dans des conditions non linéaires, et c'est 
toujours le cas en régime stabilisé. 

On peut néanmoins, lorsque le bruit est tres faible 
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á cóté du signal, se ramener á une superposition 
bruit + signal, mais il faut prendre certaines pré- 
:autions, que nous expliciterons, si Pon veut uti 
liser le formalisme classique. 11 faut alors considérer 
que le bruit qui se superpose au signal n'est plus le 
bruit pur initial, mais un bruit conventiomel 
produit par Pinteraction signal-bruit. Le bruit conven. 


S 
tionnel qui entre dans le rapport classique p' défi. 
, 


nissant Papport de la source, s'obtiendra en comp- 
tant dans $ seulement le bruit incohérent avec $, 
et en négligeant le composant périodique de bruit. 
cohérent avec le signal : 


Dans les mesures radioélectriques, ce composant 
périodique cohérent est indiscernable du signal. 
Il semble difficile d'imaginer des expériences mettant 
son existence, ou ses variations, en évidence. ll est, 
en effet, tres faible et les facteurs de son intensité 
agissent aussi sur Pintensité propre du signal. Les 
méthodes actuelles ne semblent pas assez précises 
pour qu'on puisse espérer séparer les deux eflets, 

Il serait long de donner dans cette introduction 
les grandes lignes des méthodes suivies. Indiquons 
seulement que nous ferons appel á un procéde 
qui s'avere ici tres puissant : la décomposition du 
bruit par la méthode de Rice. Nous verrons que 
Pun des composants de Rice seulement garde 
Pempreinte du signal tandis que Pautre conserve 
son individualité. 


»assons maintenant aux applications pratiques. 
Elles sont nombreuses et nous ne pourrons en 
donner qu'un tres bref apercu. 


C. APPLICATION A LA MODULATION EN FRÉQUENCE 
D'UNE ONDE PORTEUSE. -— On sait que la transmis 
sion d'une information par radio est eflectuce 
couramment par modulation d'une onde porteuse 
produite par un oscillateur auxiliaire. Deux pro 
cédés sont employés : la modulation en amplitud 
et la modulation en fréquence. 

Le bruit de fond introduit toujours une perte 
d'information, aussi y a-t-il intérét á rechercher les 
montages qui léliminent, mise á part Pétude des 
signaux les plus appropriés (modulation codée par 
exemple). On est naturellement conduit á évaluer 
le bruit á la source introduit par Poscillateur; Ce 
bruit initial se retrouvera ensuite á tous les étages. 
Ce fait, qui est bien clair dans la modulation d'am: 
plitude est encore vrai dans la modulation de fre- 
quence, 

Un exemple élémentaire le montrera, c'est celu 
d'une onde porteuse sinusoidale de fréquence % 
modulée á la fréquence »,, avec Vindice de modula- 
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tion m. Si m est assez petit, Ponde porteuse 6, est 
accompagnée seulement des deux raies satellites 
Mm et + Om. 

Ces trois raies se détachent sur une bande continue 
de bruit de largeur Av, et le signal résultant est 
redressé au moyen d'un détecteur (á loi quadra- 
tique, par exemple). Le passage dans cet organe 
non linéaire donne un fondamental de fréquence 0,, 
entaché de bruit. Le carré moyen du bruit de sortie 
provient de mélanges divers : mélanges des compo- 
sants de bruit de la bande initiale entre eux, de 
ces composants avec la raie 6, et aussi avec les 


satelites wm. €l 0; +0). 

Le probleme se complique si Pindice de modu- 
lation m a une valeur notable car les raies satel- 
lites deviennent alors nombreuses. 

Pour les faibles valeurs de m les résultats sont 
analogues á ceux que Pon obtient dans la modula- 
tion d'amplitude. En particulier, pour une bande 
signal 


de bruit Ventrée rectangulaire, le rapport Ez 
de sortie est [8] 


+ Lo ( me) 


(dans le cas de la modulation en amplitude, m repré- 
sente la profondeur de modulation), xr, étant le 


signal (onde porteuse ) 


rapport (1). Le cas d'une modu- 


bruit Ventrée 
lation profonde a été examiné récemment en 
détails [9] et méne á des résultats analogues. Il en 
irait encore de méme pour les autres méthodes de 
modulation, par exemple, celles qui mettent en 
jeu des impulsions. 

Nous verrons que le probléeme actuel est plus 
compliqué, car la bande de bruit dont nous dis- 
posons á Pentrée n'est pas rectangulaire, de plus 
le signal lui-méme n'est pas une raie parfaitement 
mince, 


d. APPLICATION A LA RÉSONANCE NUCLÉAIRE. 
Un autre exemple simple d'application est fourni 
par les appareils de détection de la résonance para- 
magnétique nucléaire. Dans ce cas, Ponde porteuse 
de pulsation 6, est modulée par le signal nucléaire. 
Elle est aussi modulée en amplitude et en fréquence 
par le bruit de Poscillateur, source de la porteuse. 
Le bruit peut étre considérablement réduit par 


(*) Cette formule est établie par R. E. Burgess [8] dans 
cas VPune modulation en amplitude de Vonde porteuse, 
mais elle reste valable pour une modulation en fréquence 
a condition que Pindice de modulation soit faible. 


le 
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Pemploi de ponts, mais cette méthode complique 
le dispositif expérimental en introduisant des élé- 
ments dont le réglage est délicat. Il serait plus 
commode de les supprimer en réduisant le plus 
possible le bruit de Pauto-oscillateur. 

Appelons m la profondeur de modulation due 
au signal nucléaire, en général tres petite, et suppo- 
sons qu'á la sortie du pont on observe le rapport 


signal sur bruit 5." Si Pon supprime la branche 


de compensation du pont, laissant le reste du mon- 
tage inchangé, on observe (les ajustements nécessaires 


¿tant na pas 


. 
faits) un nouveau rapport , - S 


changé, mais B, est supérieur á B, parce qu'une 
fraction du bruit de Poscillateur s'ajoute au bruit du 


circuit (divisé par >); on a o 
B, 
B,= / 
2 mAs 


, . 
étant Pamplitude de la porteuse aux bornes du 


circuit du demi-pont et A, Pamplitude de la source. 

B. pourra étre calculé commodément par nos 
formules en remarquant qu'en général, les ampli- 
ficateurs utilisés sont tres sélectifs, beaucoup plus 
que le circuit d'entrée. En conséquence, la puis- 
sance de bruit sera le plus souvent limitée par la 
bande passante de Pamplificateur et non par celle 
du circuit d'entrée. 

€. APPLICATION AU CHANGEMENT DE FRÉQUENCE. 

La réception d'une onde porteuse, de fréquence f, 
élevée, est le plus souvent effectuée par la méthode 
hétérodyne. On fait battre le signal donné avec 
un signal, lui aussi sinusoidal, de fréquence voi- 
sine f, produit par un oscillateur local. 

Les battements sont ensuite redressés au moyen 


dun détecteur qui donne un courant de fré- 
quence f. —f. On a done changé en définitive 


la fréquence initiale f. en lui faisant subir une 
translation qui Pa ramené dans la bande du récep- 
teur. 

Évidemment les termes de bruit qui entourent la 
raie porteuse subissent la méme translation et se 
retrouvent au voisinage de la raie f. —f. Cette 
opération est linéaire et ne semble introduire aucune 
difficulté théorique, néanmoins elle introduit le 
bruit de Poscillateur local. Ce bruit peut étre éliminé 
en montant Porgane mélangeur, lampe ou cristal, 
suivant le schéma dit en « pont » ou « équilibré » [10] 
qui élimine le bruit de fond apporté par Phétéro- 
dyne, et supprime ainsi le seul défaut de ce montage 
par rapport au récepteur direct. 
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En ondes ordinaires, la complication du montage 
symétrique est moins grande qu'en ondes centi- 
métriques; les «tés magiques » ou « modulateurs en 
anneaux » sont tres sensiblement plus compliqués 
que le montage direct. Il est alors d'un grand intérét 
de réduire le bruit de fond de Pauto-oscillateur. 
f. APPLICATION AUX OSCILLATEURS KLYSTRON. 
La plupart des problemes classiques concernant les 
ondes radioélectriques usuelles se rencontrent aux 
fréquences centimétriques, et les solutions qu'on 
leur apporte sont généralement la transposition, 
dans le domaine des ondes trés courtes, des méthodes 
de la radioélectricité conventionnelle. Les circuits 
: oscillants sont remplacés par des cavités, les lignes 
á propagation par des guides, les ponts par des 
assemblages convenables de « té » magiques et les 
détecteurs par des cristaux. Malheureusement, en 
ondes centimétriques, les tubes employés apportent 
un bruit considérable. Notre théorie pourra 
utile á deux points de vue 


étre 


1% Elle sapplique intégralement 
Pon néglige le bruit apporté par le tube lui-méme; 
elle permet, dans ce cas, de préciser les conditions 
de réglage propres á assurer la production de bruit 
minimum. 


au klystron si 


20 Lorsque le bruit propre au tube d'entretien 
sera mieux connu, il sera utile de compléter notre 
étude en discutant le róle de cette source qui est 
négligeable, nous Pavons montré, pour les lampes 
ordinaires. Nous nous contenterons d'indiquer ici 
qu'il faudrait que le bruit propre du klystron 
soit A fois plus grand que le bruit d'une lampe 
ordinaire, employant le méme circuit, pour que le 
bruit intervienne notablement (r, Q, résistance- 
série et coeflicient de surtension du circuit oscil- 
lant; RR, résistance de bruit équivalente á la lampe). 


Nous voyons donc, en définitive, que le bruit 
propre des oscillateurs intervient dans de nombreux 
_domaines. Cependant, si les travaux concernant la 
transmission, la détection, Pamplification, etc. du 
bruit sont tres nombreux, il semble, au contraire, 
qu'il y en ait assez peu touchant le bruit émis par 
la source. On se contente généralement d'admettre 
que ce dernier est une bande rectangulaire limitée 
en largeur par le systeme sélectif d'entrée, or le 
probleme de base est plus compliqué. 

Le seul Mémoire récent publié sur cette ques- 
tion, dont nous ayons connaissance, est dú á 
-R. M. Lerner [4]. Les hypothéses admises par cet 
auteur nous semblent cependant trop particulicres 
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pour décrire correctement les oscillateurs courants 
En effet, dans ce travail, Poscillateur est représent 
par un amplificateur linéaire tres sélectif dont 
lPentrée serait le bruit et la sortie le signal, et 'autenr 
ne fait pas intervenir significativement le Manqu 
de linéarité des montages normaux. Dans cet exposé, 
nous nous efforcerons d'étre plus complet en admet. 
tant que Poscillateur est auto-entretenu, et que son 
amplitude se trouve limitée par la courbure des 
caractéristiques du montage. Nous déterminerons 
alors la « dégradation » que fait subir la réaction 
au spectre de bruit rectangulaire initial. 


OSCILLATEURS LINÉAIRES ET 
OSCILLATEURS NON LINÉAIRES. 
LOT FRÉQUENCE-AMPLITUDE. 


On sait que les mouvements pendulaires sont di 
mouvements pendulaires vrais 
dont la fréquence est indépendante de Pamplitude, 
et les mouvements pendulaires approchés dont 
fréquence dépend de Pamplitude. 

Les premiers sont généralement régis par un 
équation différentielle linéaire á 
tants de la forme 


deux sortes : les 


coellicients cons- 


divx 


die 


1) 
"dez d/ 


Les seconds, par une équation de méme forme 
mais á coeflicients dépendant de la variable 1. 
Tant que .r reste assez faible, ces coeflicients peuvent 
¿tre remplacés par des développements limités et 
Péquation devient 


des 
de? 
dir 
+...) 
dt 
Or 


Nous dirons aussi que les oscillateurs du premier 
type sont linéaires et que les oscillateurs du second 
type sont non linéaires. 

Suivant les valeurs des coefficients, 
tions seront amorties ou auto-entretenues. Seul ce 
dernier cas d'ailleurs nous intéressera par la suite. 
Si, par exemple, a, et c, sont positifs et b, négatil 
Poscillation pendulaire vraie décrite par Péque 
tion (1) voit son amplitude croitre exponentielle- 
ment. C'est Pun des exemples les plus simples 
VPoscillation auto-entretenue on dit quwil y 4 
entretien par résistance négative. 

On vérifie rapidement que la fréquence est rig- 
dement liée aux coeflicients de P'équation et que 


les oscilla- 
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par suite, elle est parfaitement indépendante de 
lamplitude. 
Un exemple non linéaire est fourni par une loi 
du type de van der Pol : 

divx 


dv — + bu(1— 
dez d/ 


+ CyT =0, 


Cp Da positifs, b, négatif; on sait que Poscilla- 
tion qu'elle décrit est auto-entretenue et que son 
amplitude, au lieu de croítre indéfiniment comme 
précédemment, se stabilise pour une valeur 4. 
La fréquence est variable avec Pamplitude puisque 
des coefficients auxquels elle est liée, by (1 —b,1?), 
dépend de x done de Pamplitude. Cependant, á la 
stabilisation, le terme 1 bx? est en moyenne nul 
et il ne reste plus alors que les coeflicients cons- 
tants a, et c,. On voit done que la fréquence dépend 
trés peu de Pamplitude au voisinage de a. et que, 
par suite, un écart d'amplitude au voisinage de 
cette valeur nentraínerait aucune variation 
sible de la fréquence. 

Si Pon concrétise Péquation de van der Pol 
ci-dessus, en se reportant, par exemple, au type 
doscillateur de la figure 1, on voit que cette derniére 
doit étre écrite 


sen- 


+(MS +rCw+5 Y +V=0. 
di? de 


(b est ici le coefficient de courbure de la carac- 
téristique « courant plaque-tension grille » de la 
lampe d'entretien, représentée par le développement 
habituel y, = SV + bV3, La signification des autres 
lettres est indiquée sur le schéma.) 


Coefficient de dépendance fréquence-amplitude ;. 
En fait, le couplage dWV'entrée ne se réduit jamais 
á une mutuelle pure, et, pour rendre compte des 
cas réels, il est commode de considérer M, dans 
léquation précédente, comme un nombre complexe. 
Cela traduit le fait que la phase de la réaction n'est 


jamais juste égale á La non-linéarité ne s'intro- 


duit plus alors seulement dans le terme résistant, 
mais intervient 

Cela conduit 
de van der Pol 


aussi dans les autres termes. 
á compliquer légerement Péquation 
et á la remplacer par la forme plus 


véncrale 
, 
y) =— + US + r() 
de? 
— +(1+11?2)V=o. 


ll est facile de préciser la valeur du parametre y 
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:'as particulier (?). On vérifie alors 


aisément que la fréquence est liée á Pamplitude par 


la 


a, 


relation 


— ( y + ar | , 


amplitude d'oscillation; 

a., amplitude stabilisée; 
US, +r0C ' 


dépendance se réduit á 


Au voisinage de la stabilisation, cette loi de 


est un parametre commode pour caractériser la 


sensibilité fréquence-amplitude de Poscillateur stabi- 
lisé, 


parametre 


Temps de réaction = de Poscillateur. — Un autre 
important, qui interviendra dans la 


détermination de la puissance de bruit, est le temps 
de réaction = de Poscillateur. Si Pon suppose que 
Poscillateur précédent soit déplacé de son état 
dW'équilibre stable, il y revient exponentiellement 


avec la constante de temps -. 


I'oscillateur stabilisé 


en amplitude va done se comporter, vis-á-vis des 
chocs qui lui sont infligés par la source de bruit, 
un peu comme un pendule amorti classique. On sait 
que Peffet du bruit sur un tel pendule est d'autant 
plus néfaste que ce dernier est moins amorti, et 


Pon prévoit que plus - 


sera grand et plus Pauto- 


oscillateur sera bruyant. 


La discussion des qualités d'un oscillateur fera 


donc intervenir 7 et 1, le premier de ces parameétres 
permettant, comme nous Pavons vu, de classer les 
oscillateurs VP'apres leur stabilité de fréquence, et 
le second dWV'apres leur stabilité d'amplitude. 


Leur 


REPRÉSENTATION 


« COMPLÉMENTAIRE » 
DE LA PRÉCÉDENTE. 
POINT-IMAGE DE L'OSCILLATEUR 
SUR LE PLAN COMPLEXE. 


Il est souvent commode de considérer un oscilla- 
comme un amplificateur refermé sur lui- 


méme, la sortie étant convenablement couplée á 
Pentrée. On est alors amené á examiner séparément 
le « gain » G de Pétage amplificateur et P'« atténua- 
tion » 4 du circuit passif de couplage. 


électricité, t. 


(2) Des exemples ont été donnés dans les Annales de Radio- 
8, 1933, p. 30. 
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Y serait long de redéfinir ici ces grandeurs, d'au- 
<= qu'un résumé un peu détaillé de cette question 
a été donné précédemment dans le Journal de 

Physique et le Radium [1]. Signalons seulement que 

deux points de vue peuvent étre adoptés : on peut 

se représenter (G et f comme des  grandeurs 

—complexes et (3, el exprimer Péquation de la 
boucle sous la forme 


= 1 ou I -p0¡=0, 


B,G, est le gain complexe total de la boucle. 
On peut aussi donner de (G et f£ une représen- 
tation « complémentaire » sous forme d'opéra- 
teurs et 8 ,, auquel cas on se rameéne á Péqua- 


— 

L'emploi des imaginaires donne une solution plus 
conecréte des problemes touchant les oscillateurs 
et, dans les cas oú les calculs deviennent trop 
—compliqués, on peut toujours s'appuyer sur les 
- données de Pexpérience pour compléter la thcorie. 
On pose 1 B,G, =H, et Von représente sur le 
plan complexe lPimage de 
Poscillateur. 


de Diagramme de Nyquist. En fait, pour un oscil- 


lateur linéaire, f8,, G,, et par suite H,, ne sont par- 


point-image de 


rarier á volonté tandis que le point-i¡mage corres- 
pondant décrit une courbe : le diagramme de 
Nyquist de Poscillateur. 

En particulier, Pexamen du diagramme de Nyquist 
indique tout de suite si Poscillateur est amorti ou 
auto-entretenu. En effet, dans le premier cas le 
diagramme de Nyquist laisse Porigine á Pextérieur 
de sa boucle (le gain total BG est inférieur á 1) 
et enveloppe Porigine dans le second cas (gain 5 G 
supérieur á 1). 

Le cas intermédiaire théorique ou la 
passerait par Porigine traduirait un équilibre indiffé- 
rent (gain 86 rigoureusement égal á 1). 


boucle 


Diagramme de Nyquist mobile. Pour les oscil- 
lateurs non linéaires, Vintroduction d'un second 
—paramétre, Pamplitude a, nous a conduit á géné- 
raliser la représentation de Nyquist et á lui substituer 
une courbe déformable pouvant se trouver ini- 

tialement dans P'un ou Pautre des trois cas ci-dessus. 
: Dans un état voisin de la stabilisation, le gain BG 
e peut en effet étre inférieur ou supérieur ú 1 suivant 


que Pamplitude est supérieure ou inférieure á a. 
Dans les deux cas, Poscillateur évolue de tele sor 
que le gain tende vers Punité; le diagramme mobil 
vient se placer de lui-méme dans les conditions requises, 
A la limite, il passe par Porigine el le gain total 36 
est alors égal 4 1 en moyenne sur un cycle, 

L"emploi du diagramme mobile permet de déter. 
miner aisément la valeur de Pamplitude et de la 
pulsation en régime stabilisé, ainsi que le temps 
de réaction 7. Ses propriétés rendent compte aussi 
de la dépendance fréquence-amplitude [1] et il 
sera commode «(Putiliser, suivant le cas, la méthode 
par imaginaires ou la méthode complémentaire par 
équation différentielle. 


Il. — L'EFFET DU BRUIT DE FOND SUR LE RÉGIME 
D'OSCILLATION. 


Un auto-oscillateur n'est jamais en régime perma- 
nent, il subit en réalité de petites fluctuations par 
rapport á son état moyen. Dérangé de son état de 
régime théorique par une petite impulsion, il y 
revient avec la constante de temps 7. (On peut 
calculer 7 á partir des données du circuit oscillant 
et de la caractéristique de la lampe d'entretien,) 
I”oscillateur doit done se comporter peu pris 
comme un pendule amorti de constante de temps +. 

Les fluctuations thermiques, source de petites 
impulsions aléatoires qui représentent la perturba- 
tion naturelle et ultime du fonctionnement normal 
ont deux origines : la résistance ohmique du circuit 
et Peffet de grenaille de la lampe Pentretien. 

Nous avons fait la théorie complete de ces deux 
eflets [2], elle montre qwen général Peffet de la 
lampe est négligeable. Nous ne donnerons pas cette 
démonstration ici par souci de clarté, et nous suppo 
serons par la suite la lampe parfaite. 

D'autre part, deux cas distincts ont été mis en 
évidence au début : celui oú la phase de la réaction 
est juste égale á - et qui apparait comme une limite 
théorique; et celui oú la phase de la réaction diflere 
de — quí traduit mieux la réalité. Nous traiterons 
séparément ces deux cas en commencant par le 
plus simple. Les oscillateurs réels peuvent cependan! 
s'en rapprocher suflisamment pour qu'il ne soit pas 
dépourvu «d'intérét malgré son aspect théorique. 


Fluctuations d'amplitude et de phase. Puissanc 
de bruil. ll est bon d'établir aussi une distinction 
préalable entre les propriétés du premier ordre du 
bruit et les propriétés du second ordre. Précisons 
ce que nous entendons par lá : 
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Le bruit qui se superpose au signal, supposé 
tres faible á coté de ce dernier, entraíne des fluctua- 
tions de son amplitude et de sa phase dont nous 
étudierons les propriétés statistiques. On peut 
néanmoins se placer d'abord á un premier point de 
vue qui consiste á supposer connu un oscillogramme 
de bruit, émis par la résistance génératrice entre un 
instant zéro et un instant £*, et á déterminer les 
variations de Pamplitude et de la phase du signal 
qui lui correspond de zéro á £*, 

On vérifie aisément que Pon obtient ces varia- 
tions avec une approximation suflisante en consi- 
dérant le bruit comme infiniment petit par rapport 
au signal, et en se limitant au premier ordre. 

Il faut, néanmoins, reconsidérer entierement le 
probleme lorsqu'on cherche á déterminer la puis- 
sance moyenne de bruit. En effet, des infiniment 
petits du second ordre qui passaient inapercus 
dans la premiere étude peuvent avoir maintenant 
une moyenne finie. Au contraire, infiniment 
petits qui étaient du premier ordre dans le premier 
probleme auront de leur cóté une moyenne nulle. 

Pour fixer les idées donnons une image simple, 
dont on verra plus loin Panalogie avec le cas étudié : 

Soit une grandeur Y formée par la somme des 
termes Y y 25, Ou et sont des infiniment 
petits du premier et du second ordre par rapport 
á Y, variables de facon aléatoire sur un ensemble 


des 


dexpériences, avec =0. 
Pour une expérience donnée, on a 


)= Fi+ 
Considérant comme négligeable á coté de 
on peut écrire 
El. 


Déterminons ensuite le carré moyen de Y 
Pensemble des expériences considérées. On a 


el +2€ 


pour 


m 


en premiére approximation, en négligeant 
el sj: 


+ ¿ 


2Y,s, est certainement nul Pon 


puisque 


ad: =0 et Pon voit 
dans le premier 


avec E; 


que le terme <3, négligeable 
probleme, est ici en concurrence 
Cet exemple, quoique un peu éloigné de notre 
probleme, montre cependant les précautions qu'il 


PUN OSCILLATEUR 


PERTURBE PAR LE BRUIT 


faut nécessairement prendre dans lP'évaluation des - 


moyennes quadratiques : les calculs doivent tou-. 
jours étre poussés jusqu'au second ordre. 

Nous serons donc amenés á distinguer de facon 
irréductible les problemes du premier ordre oú 
nous déterminerons les fluctuations d'amplitude et 
de phase pour une expérience de durée £*, et les 
problemes du second ordre touchant les propriétés 
du carré moyen du bruit, ou du carré moyen 
« signal + bruit ». 


A. — CAS D'UN OSCILLATEUR IDÉAL 
A FRÉQUENCE INDÉPENDANTE 
DE L'AMPLITUDE (FRÉQUENCE 


bruit et approximations pour un bruit 
faible. 


L'oscillateur que nous prendrons d'abord pour 
type sera un oscillateur idéal á fréquence indé- 
pendante de Pamplitude. Nous le supposerons, par 


exemple, régi par une loi de van der Pol de la forme 

classique 
dt 


dv 
dí 


— 5) 2) +w) = 0, 
z et coeflicients 
pulsation; 

V, variable choisie; 


'aractéristiques du systeme; 


qui conduit á un isochronisme approché au voisinage 
de la stabilisation, comme il a été dit plus haut. 

Pour fixer les idées, il s'agira de Poscillateur 
entretenu par mutuelle grille-plaque de la figure 1 : 


1. Composants de Rice de loscillogramme de ». 
E 


on se rend compte aisément que le potentiel de 


grille Y vérifie bien Péquation (5). On a alors 


1 
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(la caractéristique « courant plaque-tension grille » 
de la lampe d'entretien étant mise sous la forme 
du développement limité usuel, i, = S¿V + bV?). 

Suivant une méthode précédemment dévelopée [2], 
dont nous ne rappellerons que les principaux résultats 
afin VPalléger Pexposé, les modifications apportées 
par le bruit au régime théorique seront traduites 
par Padjonction á Péquation (5) d'un second membre 
aléatoire que nous écrirons, pour raison d'homo- 
géncité, E(f). Elle devient done 


1 y IV 
(6) 25m0(1— 3V2): 
( de 


+ m3V=0w Ef). 

Il est commode d'employer la méthode de Rice 
pour caractériser Pefflet du bruit; on représentera 
la perturbation qui se superpose au signal par la 
somme de deux oscillations de pulsation sy (celle 
du régime idéal non perturbé) en quadrature, 
modulées par des fonctions X(f) et Y (f) lente- 
ment variables. Cette derniere hypothese est per- 
mise si Pon suppose a priori que le spectre cherché 
est de faible largeur (26, petit). 

Nous poserons done 
V=Vj+V,+V,= 4, sin mu! 


+ + (t)cosm!. 


A, représentant le signal théorique. 
Dans ces conditions, Péquation précédente est 
équivalente á Pensemble des deux équations 


07 


20 SV, + 


dy, 
2 dí 


: 


(4. APPROXIMATION DU PREMIER ORDRE. 


TUATIONS DE PHASE ET D'AMPLITUDE. 


est tres faible par rapport au signal, on peut consi- 
V,, comme infi- 
niment petit du premier ordre par rapport au 


dérer son effet, c'est-á-dire Y, 


signal 


Négligeant dans le systéeme précédent, les termes 
du second ordre et au delá, la deuxieme équation 


se sépare en deux équations distinctes 


(9) + Ex(t), 


(10) Vi+ = wi Er(1). 
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FLue- 
Le bruit 
peut lui-méme étre décomposé en une partie impaire 
et une partie paire, E, (1) et E, (6), suivant la méme 
méthode. Si Pon tient compte de plus de ce qu'il 


On remarque alors que Poscillateur se comporte 
comme un pendule non amorti vis-á-vis de la 
partie E, (£) du bruit, et comme un pendule amorti 


de constante de temps 7 = — 


750, > ViS-A-vis de E, (0), 

La décomposition précédente est rendue plus 
intuitive si Pon considere le bruit E(f comme 
formé d'un grand nombre de chocs naturels. Elle se 
raméne, en effet, á la décomposition en deux parties 
des chocs naturels élémentaires, décomposition qui 
s'introduit d'elle-méme, comme nous allons le voir, 
si Pon examine Peffet Pun choc isolé. Le résultat 
global est retrouvé en sommant sur Pensemble des 
chocs. 

Résumons, lá encore, les principaux résultats : 

Si Pon assimile le signal théorique exempt de 
bruit á une sinusoide pure d'équation V, = 
un choc naturel Péchelon q, infligé au systéme á 
Pinstant 1;,, perturbe á la fois la phase et Pampli- 
tude du signal. 11 peut done étre remplacé par deux 
choes composants, Pun produisant la méme pertur- 
bation de phase sans modification d'amplitude, 
Pautre la méme perturbation «d'amplitude sans 
modification de phase. 


On vérifie facilement [2] que le premier doit avoir 
pour un échelon qsinwpt; et doit étre appliqué 


á Pinstant 1, =kKT, , le plus voisin de 


(k entier; TF, période du signal théorique). Le 
deuxieme doit avoir pour échelon q cos yt; et doit 
étre appliqué á Pinstant //. =kT, le plus voisin 
de £,. 

Comme le montre Péquation (10), Peffet du compo- 
sant déphaseur ne s'atténue pas avec le temps : 
il décale simplement le signal théorique paralléle- 
ment á Paxe des temps. Sous une autre forme, celá 
revient á ajouter á la sinusoide théorique Ay sin»! 
une petite sinusoide en quadrature (avance 0u 
retard) dV'amplitude q»,ysin (fig. 5). 

L'effet de Pautre composant (perturbation d'am- 
plitude) s'amortit au contraire avec la constante 


2 ¿00 


de temps de retour au régime du systeme (7 2 E 
Cela revient á ajouter au signal A, sin sf une petite 
sinusoide amortie, en phase ou en opposition de 
phase, Vamplitude au départ qmycosmpt, et de 
méme constante de temps (fig. 5). 

La signification des équations (9) et (10) apparail 
done clairement, la premiére traduit les fluctua- 
tions 'amplitude du signal et la seconde ses fluctua- 
tions de phase. 

Insistons enfin sur le fait que le résultat ci-dessus 
est une approximation du premier ordre, valable 
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ce que Von suppose le bruit faible a cóté de 


par 
lamplitude du signal 

La variation d'amplitude produite par le terme 
de perturbation pair est du premier ordre, de méme 
ariation de phase produite par le terme de per- 


la Y 
turbation impalr. 


b. APPROXIMATION DU SECOND ORDRE. Puis- 
SANCE DE BRUIT (9). Il faut reconsidérer la ques- 
tion lorsqu'on veut calculer la puissance totale de 
bruit et déterminer son spectre. Un exemple gros- 
siéerement simple fera comprendre la nécessité de 
pousser alors les calculs jusqu'au second ordre : 

Aunesinusoide d'amplitude notable 


Modification de lamplitude 


dun infimment petit du 
PS 
Modification de [amplitud 
qu / ampltude 


/ Ñ dun infiniment petit du 
2*ordre et dephasage 

du 

A 


ajoutons deux petites sinusoides, Pune en phase, 


Pautre en quadrature, toutes deux Pamplitude Ja. 


La petite sinusoide en phase ajoute á A, la 
valeur Ja, infiniment petit du premier ordre 
(fig. >, 3 et 4). 

La petite sinusoide en quadrature modifie aussi Á y, 
mais lui apporte seulement le terme du second 

a y 


(A 
—— 


Elle produit évidemment aussi le déphasage du 
premier ordre 


a; (fig. 2, Yet 4). 


3 y . 

(*) Nous appellerons « puissance de bruit » la puissance 
réduite qui serait dépensée si la tension de bruit était appliquée 
entre les extrémités d'une résistance de 1 2. 
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La sinusoide initiale ainsi altérée a pour nouvelle 
amplitude 


(Aa y? 
01m) Aa au premier ordre. 
» 


Sa nouvelle phase est 
Az = (infiniment petit du premier ordre). 


Supposons que nous recommencions le dessin de 
la figure / de facon aléatoire un grand nombre de 
fois, Aa pouvant étre tantót positif, tantót négatif, 
nul en moyenne (la =0). 

La puissance moyenne de la sinusoide altérce 


aura pour valeur o 


| 
, 


= | = | li+2 (Aa) | 
un infiniment petit d'un ordre supérieur prés. 
Nous voyons que les contributions apporlées ú« la 
(Aa y? 
puissance moyenne par les termes Aa el Sa, Son 
les mémes, el se réduisent 
Il en résulte (Pailleurs la propriété bien connue : 
la puissance moyenne s'obtient en ajoutant sépa- 
rément la puissance de la sinusoide initiale et les 


puissances moyennes des deux sinusoides perturba- 
trices. 

Le probleme que nous avons á traiter est iden- 
tique, á cela pres que les deux petites sinusoides 
précédentes doivent ¿tre remplacées par les deux 
termes sinusoidaux, modulés en amplitude, de 
Rice. 

Reportons-nous plus simplement á la constitu- 
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tion ultime de ces deux termes, c'est-á-dire aux 
eflets d'un choc naturel isolé 
vraie en quadrature et la petite sinusoide amortie 
de la figure 5. Il faut maintenant tenir compte, 
pour déterminer la puissance de bruit qui s'ajoute 


la petite sinusoide 


á celle du signal, de la perturbation d'amplitude 
du second ordre apportée par la sinusoide en qua- 
drature. Cependant, la représentation adoptée, 
correcte au premier ordre dPapproximation, est, 
de toute évidence, incorrecte au second puisqu'elle 
ne traduit pas Pamortissement exponentiel de 
cette perturbation d'amplitude du second ordre. 


Fonction de corrélation du signal entaché de bruil. 

Un calcul un peu long (annexe 1 bh), tenant compte. 
de cette décroissance, et faisant intervenir aussi 
tous les infiniment petits du ordre qui 
apportent leur contribution á la puissance de bruit, 
conduit á remplacer les équations 


second 


(11) Vi+— 400 = — 1), 


(12) G¡(t—1tj), 


déduites de (9) et (10) dans le cas ou £ (f) est rem- 
placé par une impulsion isolée, au 
temps et G, (t —1,) désignent alors les 
composantes impaire et paire de (G(t —1)] par 
(13) + mV, = wm 

— | ¿mí y e! | cos 
(14) w ((—1j;) 

+ ty sin ol. 


avec 


n=) (Gi (t— dt, q) 


= h=-». 
LC” 
Nous poserons par la suite pour simplifier Pécriture : 


21 = (/1 00» 


Les intégrales peuvent encore s'exprimer en termes 
sinusoidaux modulés par exponen- 
tielles du temps et Pon peut parvenir á calculer la 
fonction de corrélation du signal entaché de bruit 


des fonctions 


qui prend la forme 


(15 coso! 


) 


LO 
y 21 (1 (1 - 
2 


3 
— — cost? 


1 A — 

+ 


BLAQUIÉRE 


Le premier terme correspond á la raie mono. 
chromatique du signal théorique, le deuxiéme 4 
un spectre continu aisément déterminé, qui carac. 
térise les réponses exponentiellement amorties aux 
impulsions composantes élémentaires paires G.(t—4), 
les deux derniers á un composant periodique de 
bruit, en phase avec le signal, de puissance 


P (composant périodique) 
VI a] - ) y 

| 


>. 


La présence de ce composant périodique, en 
phase avec le signal, est clairement expliquée sur 
Pexemple simple des figures 2 et /. On voit en 
effet que, tandis que les perturbations du premier 
ordre (Ja) peuvent étre soit positives soit négatives, 
et par suite s'ajouter ou se retrancher de Pampli- 
tude Ay, les perturbations du second ordre 15] 
sont toujours positives et correspondent toujours 
á un accroissement de Pamplitude A. 

Autrement dit, les perturbations du second ordre 
sont représentées par Paddition au signal d'une 
oscillation de faible amplitude (infiniment petit 
du second ordre), de méme fréquence, en phase 
avec ce dernier. 

Bien entendu Pamplitude de cette oscillation en 
phase n'est pas constante, mais elle est toujours 
positive et admet pour moyenne Pamplitude du 
composant périodique en question. 

Cette explication simplifiée ne fait cependant pas 
intervenir les déphasages qui accompagnent toujours, 
comme nous Pavons vu, les fluctuations d'ampli- 
tude et il sera indispensable de rendre le raisonne- 
ment complet et rigoureux, aussi examinerons-nous 
cette question de facon plus détaillée dans Vannexe la. 

On vérifie facilement que la puissance de bruit 
répartie sur le spectre continu vaut 


et que, contrairement au composant périodique, ce 
spectre continu correspond á une composante de 
bruit incohérente avec le signal. 

Dans le cas d'un circuit amorti passif, la méme 
méthode conduit á une décomposition du bruit en 
deux spectres continus qui se superposent á la 
raie du signal; Pun est dú au terme que nous avons 
appelé V, en phase avec le signal, Pautre au terme V, 
en quadrature. La non-linéarité conduit donc 4 
lécrasement de P'un de ces deux spectres qui est 
remplacé par la raie du composant périodique. 


P spectrej) = 


Éy 
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SPECTRE DE 


Equipartition de la puissance de bruit entre le 
terme incohérent el le composant périodique cohérent. 
— En sommant sur les 1;, on vérifie qu'il y a équi- 
partition de la puissance de bruit entre le composant 
périodique el le spectre continu. Cette équipartition 
permet de ramener Pétude á celle de Péquation 
du premier ordre (9) qui donne le spectre continu. 

Un point de comparaison intéressant est le cir- 
cuit passif linéaire qui reste si Pon supprime la 
lampe d'entretien. 

Attaqué par le bruit E, + Ez, le spectre quil 
produit est obtenu, en vertu du principe de super- 
position des régimes, en superposant le spectre 
di á E, et celui dú a E, (spectres entre lesquels la 
puissance de bruit est également répartic). 


Pliw) 


Composant periodique: 


energie 
KT,¿r/-4 (MS, + 


Aw=- (MS,+ rC) 


Bande :énerqie 
ET, T/-4 +10) 


Fig. +. — Puissance dépensée dans la bande de : P(w) do. 


Pour comparer les puissances de bruit de Poscilla- 
teur entretenu et du circuit passif, il suffit done de 
comparer les surfaces des spectres obtenus á partir 
de Péquation (9) et de 
116) LOCV¡+rC) Esx(t). 

On trouve rapidement les expressions suivantes (*) : 


Puissance réduite du spectre (16) : 


e 


Puissance réduite du spectre (9) (spectre de 


perturbation d'amplitude continw) : 


kTir 
— 


E*(l) est caleulé partir de la formule de Nyquist 
Un a de plus 


PUISSANCE D'UN OSCILLATEUR PERTURBÉ PAR LE 


BRUIT 1603 
Carré de Pamplitude stabilisée théorique 


Aj=-— 


Ordonnée maximum du spectre du circuit entre- 
tenu 

¡o + 

Largeur du spectre du circuit entretenu (surface 

sur ordonnée maximum) 


Application : Oscillateur ú4 couplage mutuel. — 
Prenons pour exemple Poscillateur représenté sur 
le sehéma (1) avec les caractéristiques suivantes : 


L=1 


= 30 Mcj/s, r=1,25 Q. 
= 293k, 
La lampe d'entretien est une 6 AK 5, avec 


Se = 2.10 A/V, b=-— 


0.S.10 


La puissance répartie sur le spectre de bruit 
incohérent avec le signal [spectre (9)], pour une 
amplitude stabilisée théorique de ce signal égale 
á 1 V, vaut alors 


=8,3.10 11 W 


(M, inductance mutuelle du couplage d'entretien). 
I*ordonnée maximum de ce spectre de bruit 
incohérent vaut 
k 


=0, 19. 10-165 12 


La bande de bruit sur laquelle se détache la raie 
fine du signal a pour largeur, dans Pexemple choisi 


(surface sur ordonnée maximum) 
=1.69.10* 2 mo/s) 

(ce qui donne 
0) 100 


On déduit rapidement de ces valeurs le rapport 
signal 
— tel qu'il a été défini plus haut (?) 
Ss Puissance du signal 


Puissance du bruit incohérent 
=6.10%* ou 97,8 db. 
Point de comparaison : Le circuit oscillant non 

entretenu. — La puissance du bruit incohérent 


($) La puissance réduite d'un signal de 1 V est 0,5 W. 
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émise par le méme circuit oscillant £, r, €, lorsqu'il 
est déconnecté de la lampe d'entretien, et se com- 
porte alors comme un circuit linéaire amorti, a 


pour valeur 
B=3.10 11 w. 


Le rapport p? lorsqu'on induit dans ce circuit 
, 
amorti un signal de 1 Y (tension mesurée entre les 
mémes bornes que plus haut), est 

— 


7.10% ou 98.4 db, 


ce bruit est réparti sur une bande de largeur 


= 1,98. 10" 


Píw) 


Signal damplitude 
puissance reduite watt 


Bande de bruit 
6 “ Incoherent 
Aw=169.10 puissance totale 
2 n-cycles sec YAA 


S/B =97,8 db 


7. — Spectre de 


Fig. bruit de Poscillateur entretenu. 

Ces résultats nous montrent que le spectre du 
bruit incohérent obtenu lorsque le circuit oscillant 
est déconnecté ne différe pas tres sensiblement de 
celui que Pon observe avec entretien. 


2. Largeur de raie du signal. 


Jusqu'á présent, nous avons représenté le signal 
lui-méme et son composant périodique de bruit 
(composante du bruit cohérente avec le signal) 
comme une raie infiniment fine. On sait bien que 
toute raie possede physiquement une largeur finie : 
ici il en est de méme, mais cette largeur que nous 
allons maintenant évaluer est extrémement faible 
devant la largeur du spectre de bruit incohérent, 
c'est pourquoi notre méthode de calcul la fournit 
en premiére approximation comme nulle. 

ll est bien simple de remédier á cette schématisa- 
tion excessive; il nous suflira pour cela de mettre en 
lumiére le point oú le calcul cesse de se rapprocher 
de la réalité. 

Nous avons traduit jusque-lá les déphasages par 


addition au signal théorique d'une petite sinusoide 


en quadrature, modulée en amplitude. Cette méthode 
a été utilisée en supposant trés faible l'amplitude de 
la sinusoide perturbatrice, elle cesse d'étre 'alable 
quand la sinusoide perturbatrice devient notable 4 
cóté du signal et elle impose, par suite, aux dépha- 
sages ainsi ercés de rester beaucoup plus petits que z, 

Ces déphasages ne sont, cependant, nullement 
jimités et il suffit, pour observer un grand dépha- 
sage, de suivre assez longtemps Pévolution du signal, 
En effet, nous avons vu que la mémoire de phase 
du systéeme est infinie; les déphasages successifs 
non corrélés, tantot positifs, tantót négatifs, s'ajon- 
tent intégralement et le carré moyen du déphasage 
résultant croit donc, par suite, proportionnellement 
au temps. 

La méthode employée ne permet done de suivre 
Pévolution du signal que sur une durée limitée, 
et c'est pourquoi elle fournit une raie de largeur 
nulle lorsqu'on extrapole son champ d'application 
á une durée infinie. 

Sil nen résulte pas dVPerreurs dans le calcul du 
bruit incohérent c'est parce que la durée de validité 
de la méthode est tres supérieure á la constante de 
temps de retour au régime de Poscillateur. 

Evaluons maintenant la largeur ultime de la 
(signal et périodique) en tenant 
compte de ce que la durée de validité de la théorie 
West pas infinie 

Suivant un procédé classique, on supposera le 
signal dépouillé de ses irrégularités d'amplitude, 
dont Pétude a été menée indépendamment, et on 
le considérera comme formé de troncons de sinu- 
soides, de méme amplitude (Pamplitude du signal 
stabilisé théorique) et de méme pas, légerement 
déphasés de facon aléatoire les uns par rapport aux 
autres. 1 ne restera plus, pour obtenir le spectre 
complet, quw'á superposer le spectre de perturba- 


raie composant 


tion Vamplitude á ce signal élargi. 
On trouve ainsi pour fonction de corrélation 


moyenne (annexe : 

¿Aje * 


Ad? étant le carré moyen de la fluctuation de phase 
au bout du temps £*, dont la valeur calculée á 
partir de la résistance génératrice de bruit r el de 
sa température absolue 7,, de Pamplitude stabi- 
lisée A, et de la constante de Boltzmann k, est 2] 


On a donc, en définitive 
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di La largeur du signal sen déduit immédiatement, — tude «a par une loi de la forme indiquée plus haut : 

de on trouve 

ha- fréquence correspondant á Vamplitude a; 

Cest aussi la largeur du composant périodique. 

ent Un obtient 4 de coeflicient de dépendance fréquence-amplitude. 

ha- tion de la figure 6. 

1al, Dans et nous déterminerons le spectre du signal entaché 

ase Piu») de bruit qu'il émet. Nous admettrons que le sys- 

sifs Ñ teme garde assez longtemps la mémoire des chocs 
0u- électroniques individuels pour que Pétat d'oscilla- 

tion dépende á chaque instant d'un trés grand 

ent Y nombre de chocs antérieurs. L'écart sa a Pampli- 

tude stabilisée A, varie donc lentement, á de petites 

fluctuations locales pres dont la cadence est celle 

M Composant periodique elargí des chocs. 

eu A  energie: r/-4(MS,+ rC) Un état défini par Pamplitude A, + oa (en négli- 

ion 4 T geant les petites irrégularités locales) sera appelé 

«niveau dPoscillation », et nous voyons qu'a chaque 

du Spectre du terme de bruit, niveau Poscillation A, + correspondra une fré- 
lité x 009)? TO) quence f. + 0f diflérente de la fréquence de régime. 
de L'efflet impulsion élémentaire, considéré 
isolément, se réduira á une perturbation dHP'ampli- 

Fig. s. tude tres petite á cóté de sa, et á un petit dépha- 

ant sage. L'amplitude tendra, apres le choc, á reprendre 

. vons pour ¿largissement des raies (signal el compo- la valeur stabilisée théorique suivant une loi expo- 
sant périodique) -—— nentielle représentée par la courbe en pointillé de 

le la figure 9. 

de, = -EF =2,8.10* : , Cependant, un autre choc sera infligé au systeme 

a ñ bien avant que Pamplitude mait eu le temps de 

alors que la largeur du spectre continu initial avait  s'écarter notablement de la valeur A, + De 

so pour valeur cette facon, la suite des chocs naturels maintient 

e 

AUX do =— (MS (270/8). 

-2 Nous voyons done que Passimilation du signal á une A ios ¡Sa % 

rale parfaitement fine est entierement  justifice. ] 

B. CAS D'UN OSCILLATEUR RÉEL 

A FRÉQUENCE VARIABLE Fig. 9. 
AVEC L'AMPLITUDE 
(FREÉQUENCE D'AMORCAGE fp 

FRÉQUENCE STABILISÉE /.). Pamplitude au voisinage de la valeur 

ed pendant un laps de temps relativement long á 

de Les oscillateurs réels sont généralement plus  cóté de Vintervalle moyen qui sépare les impul- 

abi- compliqués que celui que nous venons de prendre  sions successives. 

[2] pour type. Comme nous Pavons indiqué au début, Un examen détaillé du niveau d'oscillation A, + va 
leur fréquence dépend plus ou moins de Pampli- permet donc Panalyse des  petites Nuctuations 
tude Voscillation, ce qui conduit á introduire dans locales d'amplitude et de phase, tandis qw'une 
leur description un nouveau parameétre carac-  observation plus grossiére conduirait á confondre 
leristique de leur loi fréquence-amplitude. Nous ce niveau avec une portion de sinusoide d'ampli- 
“ipposerons done maintenant que la fréquence de  tude A, +04 et de fréquence f. +0f (fig. 10). 
Poscillateur est reliée aux variations de son ampli- Les raisonnements du paragraphe précédent sont 
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ralables ici tant que Poscillateur se maintient sur 
un niveau donné. En effet, les fluctuations de fré- 
quence restent négligeables au voisinage de ce 


Fig. 10. 


niveau, et tout se passe comme si au signal d'ampli- 
tude A, de fréquence f. + of, se superposait un 
spectre de bruit du type précédent. 

Il semble done, au premier abord, que ce spectre 
de bruit comporte 


a. une bande continue : spectre d'un pendule 
amorti, de fréquence f. + 09f et de constante de 
temps 7 (celle de retour au régime théorique de 
Poscillateur); 


b. une raie de composant périodique. 


Ces deux spectres proviennent encore de la 
décomposition en deux parties des effets des impul- 
sions naturelles et sont obtenus en remplacant 
ces derniéres par deux suites distinctes. Les impul- 
sions de la premiére suite sont appliquées au début 
de chaque cycle du signal (points d'élongation 
nulle) et ont pour conséquence la bande continue. 
Les autres sont appliquées aux points d'élongation 
maximum, elles produisent un déphasage infiniment 
petit du premier ordre, et une modification d'ampli- 
tude du second ordre d'oú résulte le composant 
périodique en phase avec le signal. 

Cependant la remarque faite á la fin du para- 
graphe précédent est encore valable, car une limi- 
tation dans le temps est á nouveau imposée á Pétat 
envisagé : Poscillateur ne reste pas indéfiniment 
sur le méme niveau. Le composant periodique, 
ainsi que le signal auquel il se superpose, doivent 
par suite étre remplacés par des troncons de sinu- 
soides ayant pour durées de vie celles des niveaux. 
Leurs raies ont donc une largeur finie que nous 
déterminerons. 

La limitation dans le temps imposée par la durée 
de vie des niveaux est beaucoup plus étroite que 
celle du paragraphe précédent et Pélargissement 
des raies qui en résulte est donc plus important. 
On voit facilement, en particulier, que les deux 
raies ci-dessus, du signal et du composant pério- 
dique, doivent étre remplacées par des spectres 
de méme largeur que la bande continue du bruit 


A. BLAQUIERE 


1. Oscillation pseudo-sinusoidale tangente a 


incohérent. Cela provient de ce que la largeur des 
vales et de la bande sont liées á une méme durée 
caractéristique de Poscillateur : sa constante de 
temps 7 de retour au régime. 


a 
loscillation naturelle (rappel), son compor- 


tement en présence du bruit. 


l'étude des oscillateurs non linéaires stabilisés en 
amplitude [1] nous a conduit á préciser la loi d'évo. 
lution de leur amplitude entre Pamorcage et le 
regime permanent. Cette loi est représentée de 
facon générale par le graphique de la figure 1; 


Fig. 11. 


t 


ll a été commode dPapprocher cette courbe, dans 
un petit domaine entourant la valeur a, de Pam- 
plitude, par une exponentielle tangente, 

Cela nous a permis en effet d'approcher, dans 
cette région, la loi d'oscillation non linéaire par une 
loi linéaire dépendant du paramétre a, et de lui 
appliquer en particulier la méthode de NXyquist. 
l'oscillateur non linéaire considéré se confond 
done, pour chaque valeur de son amplitude, avec 
un oscillateur linéaire régi par une « équation linéaire 
tangente » dont les coeflicients dépendent de 4. 

Ce point de vue admet la conséquence suivante 


(fig. 12) : 


La perturbation locale apportée par le bruit á 


Á 
z ¡Sa 
A 
AM A,+ Sa 


Poscillateur réel, pour un niveau d'oscillation 
donné A, +9a (sur la figure 12, 00 est négatil) 
doit étre la méme que celle qui serait apportée 4 
Poscillateur linéaire tangent correspondant. 
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SPECTRE DE 


1] peut sembler surprenant de remplacer le niveau 
Foscillation donné A, + da (segment en trait plein 
de la figure 12), ou Pamplitude du signal reste cons- 
tante en moyenne, par une pseudo-sinusoide á loi 
damplitude exponentielle (portion de courbe en 
trait mixte). 

Cette assimilation du signal á une pseudo-sinu- 
soide est cependant justifiée par le fait qu'un niveau 
doscillation n'est pas un état d'équilibre stable 
mais un état de contrainte. Si de nombreux chocs 
vintervenaient pas, lPamplitude, de valeur ini- 
tiale A, + %a (point M de la figure 12), croitrait 
suivant la courbe en pointillé MX. L'approxima- 
tion linéaire tangente revient á approcher cette 
courbe MN, au voisinage de M, par Pexponentielle 
en trait mixte; les chocs successifs perturbent cette 
trajectoire et maintiennent provisoirement VPampli- 
tude constante, á la valeur A, 0. 

On est en apparence ramené á Pétude de Peffet 
du bruit de fond sur un oscillateur linéaire. Il serait 
faux cependant de déterminer la largeur du spectre 
de puissance du niveau A, + %a á partir de Péqua- 
tion linéaire tangente correspondante. Cela revien- 
drait á calculer la largeur spectrale á partir de la 
constante de temps de Pexponentielle tangente au 
point M (courbe en trait mixte), alors que c'est la 
constante de temps = de retour au régime théorique 
(courbe en pointillé) quí impose cette largeur (8). 

ll est facile de se rendre compte que ce procédé 
serait incorrect en envisageant le cas ou Péquilibre 
théorique est atteint aux fluctuations locales pres 
(niveau Poscillation A). 

Dans ce cas, la constante de temps de Poscilla- 
tion tangente est infinie et la largeur du spectre 
serait par suite nulle. La nécessité de limiter Poscil- 
lation tangente á la durée de vie du niveau (- en 
moyenne) élargit considérablement le spectre. Sa 
largeur est alors imposée par 7 et non par la cons. 
tante de temps de Poscillation tangente (ici infinie). 


2. Propriétés moyennes du spectre de puis- 
sance du signal perturbé. 


Pour faciliter Pexposé, nous appellerons 
Spectre (A) : la raie élargie du signal d'ampli- 


tude A, et de fréquence f. + 5f, correspondant au 
Mveau A, + 04; 
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Spectre (B) : la bande continue produite par les 
perturbations d'amplitude du premier ordre inco- 
hérentes avec le signal S; 

Spectre (C) : la raie élargie du composant pério- 
dique produit par les perturbations d'amplitude du 
second ordre cohérentes avec $. 


Les temps d'observation sont en pratique tres 
longs devant les durées de vie des différents niveaux 
(7 en moyenne) et Pon observe toujours un spectre 
global résultant des trois spectres précédents. 

Une difliculté se présente lorsqu'on cherche á 
déterminer ce spectre global : les niveaux d'oscilla- 
tion ne sont pas absolument indépendants les uns 
des autres, ils cont corrélés. 

Le spectre observé n'est donc pas la moyenne 
arithmétique des spectres des différents niveaux. 

Prenons un exemple simple 


Le spectre d'un troncon de sinusoide d'ampli- 
tude a, et de fréquence f, est bien connu, sa largeur 
est d'autant plus grande que la durée du train 
WVonde est plus faible. Si Pon met bout á bout un 
grand nombre de trains d'onde identiques, de facon 
á former une portion de sinusoide de plus longue 
durée, le spectre de Pensemble est beaucoup plus 
étroit que les spectres individuels des troncons.- 
Il West pas obtenu en prenant la moyenne arith- 
métique des spectres composants. 


Cet effet est á rapprocher de celui qui se produit 
lorsqu'on fait interférer sur un méme écran des 
lumiéres cohérentes. L'intensité lumineuse en chaque 
point de Pécran n'est pas la moyenne arithmétique 
des intensités composantes. 

Seul un examen attentif de la corrélation exis- 
tant entre les niveaux permet «dP'obtenir Peffet 
statistique observable sur une longue durée. Le 
probleme sera d'ailleurs simplifié par le fait qu'on 
peut isoler les oscillations A, B, C, correspondant 
aux spectres (A), (B), (C), et Pon déterminera E 
séparément Peffet global (A,,) des spectres (A), (B,.) 
des spectres (B), et (C,,) des spectres (C). 


RÉSULTANTE STATISTIQUE (A,,,) DES SPECTRES (A) : 
SIGNAL RÉSULTANT. Le signal, dépouillé des 
perturbations d'amplitude du premier et du second 
ordre dont Peffet est étudié par ailleurs, est formé 
de troncons de sinusoides, de méme amplitude A, 
de durée moyenne =, et de pas aléatoire. 


(*) Ce développement un peu long nous a semblé nécessaire, 
car il introduit une diflérence fondamentale entre Poscilla- 
leur de R. M, Lerner, oú le caractére linéaire est conservé 
quelle que soit la durée d'observation, et le nótre. La lar- 


geur spectrale est déterminée par cet auteur á partir de 
la constante de temps de Pexponentielle tangente (ou, ce 
qui revient au méme, du diagramme de Nyquist qui lui 
correspond) et non á partir de =. 
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] 


donné, débutant á 
troncon commencant á 


sinusoide 
differe du 


Un troncon 
Pinstant (£*, 
Pinstant zéro á la fois par son pas et par sa phase. 
Sa phase dépend de tous les troncons qui le pré- 


cédent, au contraire son pas, de valeur relative- 
ment arbitraire pour chaque niveau, est indépen- 
dant des troncons antérieurs. 

Un calcul un peu long (annexe 11!) donne le 
carré moyen Ad? de la phase de ce troncon, en 
prenant pour phase zéro celle du troncon origine; 
on trouve 


3uN2 
(20) | ) Aj(a— Av). 
4 


(Il est évidemment indirectement lié aux fluctua- 
tions d'amplitude puisque ce sont elles qui réagissent 
sur la fréquence instantanée des diflérents troncons 
par Pintermédiaire du coeflicient de couplage fré- 
quence-amplitude 

Tenant compte aussi de la fluctuation de son pas, 
on trouve pour fonction de corrélation moyenne 
(annexe 111) 


(f —f)? est le carré moyen de la fluctuation de 
fréquence instantanée qui vaut, compte tenu de 
la formule (19) : 

Portant cette valeur, ainsi que celle de A%?, dans 
Pexpression de on trouve 


) a= 
(21) ) lie 


na( E) a— Ay 
e cost”, 


La largeur de raie du signal (surface du spectre 
sur hauteur maximum) s'en déduit immédiatement 
en appliquant une régle bien connue, qui revient 
ici á multiplier par —-7 le coeflicient de (* qui 
figure dans le deuxieme facteur exponentiel 


(22 ) At 


RÉSULTANTE STATISTIQUE (B,,) DES SPECTRES (1) : 
BRUIT INCOHÉRENT AVEC LE SIGNAL. Contraire- 
ment aux spectres (A) (raie du signal variable avec 
le niveau envisagó), les spectres (B) pour diflérents 
niveaux correspondent á des oscillations non corré- 
lées entre elles. 
de déterminer 


Il sera done beaucoup plus facile 
le spectre global observé sur une 


BLAQUIERE 


Mesurées par 


la formule (23). 


longue durée. Envisageant tous les niveaux d' Oscil. 


lation 
temps, 


correspondants (fig. 
remarques suivantes 


possibles au cours d'un long intervalle 
on représentera lPensemble des spectres 
13) en tenant 


de 


compte des 


12 Plus Pamplitude du niveau d'oscillation cons 


déré s'écarte de la 


valeur stabilisée théorique 


plus sa fréquence instantanée s'écarte aussi de la 


valeur f, 


correspondant au 


régime. 


L'écart de fréquence est, en effet, lié á 


déduite de la formule (19). 


—Pamplitude par la relation 


Ada A 


¿2 Si Pon admet que la constante de temps : 
de retour au régime théorique est indépendante d 
Pécart d'amplitude sa, ce qui est vrai en pratique, 
tous les spectres ont méme largeur. Leurs surfaces, 


On a, 


(0a)?, sont liées á comme le montre 


en effet 


8 


> 
(0d )- = 


On voit que la surface S est d'autant plus grand 


que Pécart 5f est plus important. 


L'enveloppe de 


ces spectres quand of varie est représentée grossit 


rement sur la figure 


' Tous les 


niveaux 


d'oscillation ne sont pas 


Pr nt probables. La contribution qw'apporte un 
niveau d'oscillation donné á la puissance moyenn 
de bruit ne dépend done pas uniquement de k 
surface du spectre correspondant; elle dépend aus 


de la probabilité d'utilisation de ce niveau. 
Pour chaque niveau, le spectre moyen (moyen 
prise sur tous les niveaux possibles) ne pa don 


¿tre obtenu qw'en adjoignant á la figure 15 


la courht 


indiquant la loi de répartition des niveaux. 


Cette loi de distribution est donnée par le « théo 
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SPECTRE DE 


reme de la limite centrale », d'oúu Pon déduit la 


densité de probabilité VPun écart 04 : 


L'enveloppe du spectre moyen, lorsque of varie, 
“obtient done en multipliant les ordonnées de la 
courbe (1) de la figure 13 par la densité de proba- 
bilité correspondante ll (00). 

Son aspect est représenté sur la figure ! 


* La courbe-enveloppe, obtenue en définitive, 
presente deux maxima symétriques par rapport a 


la raie de fréquence f.. H serait facile V'en préciser 
la forme. Aw désignant la largeur de raie du signal, 
on trouve pour écart de chaque maximum á la 
raie moyenne de pulsation w., (fig. 16) : 


LARGEUR DE RAIE DU COMPOSANT PÉRIODIQUE. 
Le composant périodique, comme le signal A, n'est 


- 


pas en toute rigueur une sinusoide de durée indé- 
finie. Il est formé aussi de troncons de sinusoides 
mis bout á bout. On doit done introduire encore un 
intervalle de corrélation qui est le méme que celui 
du signal A, comme il est facile de le vérifier. 

La raie théorique de ce « composant á peu pres 
periodique » doit done ¿tre remplacée par une bande 
etroite de méme largeur que celle du signal A. Son 
spectre (€,,) differe néanmoins de celui de ce signal 
car Pon doit faire intervenir, comme dans létude 
du spectre (B,.). la probabilité de distribution des 
divers niveaux. On voit alors que ce spectre admet 
une depression centrale, et que son aspect est ana- 
logue á celui du spectre (B,,), á la largeur pres 
(fig. 16). 


SPECTRE RÉSULTANT DE 
SIGNAL + BRUIT. 


(A (B,.) ET (E) 
Il nous reste á regrouper les 
pectres (A,,) (signal), (B,,) (spectre du bruit incohé- 
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ME 


BRUIT 169 


rent avec le signal), (C,,) (composant á peu pres pério- 
dique) pour obtenir le spectre de puissance du signal 
entaché de bruit. Cette derniére opération ne doit 
pas étre faite sans précautions. 

Comme nous Pavons vu, les oscillations A et € 
(signal et composant périodique) sont corrélées et 
Poscillation qui en résulte est obtenue en ajoutant, 
á chaque instant, leurs amplitudes. 

De facon plus précise, si a, (f) est Pamplitude á : 
Pinstant 1 du terme de Rice en quadrature, la per- 
turbation d'amplitude du second ordre que subit 
azít) 


le signal est 
240 


(Tamplitude du composant pério- 


dique, pris isolément, est par suite 
“M0 

Pinstant 1, est 


-amplitude résultante, á 


azít) 
—— 
2 


La puissance moyenne est 


1 az(1t) |]? I—— 
» An ) 
azíty |? 
en négligeant | | 
24, 
La puissance du composant périodique envi- 


gé isolément [spectre (C,,)] est 1 y E et il 


sage 
serait faux de Pajouter de facon indépendante á la 
puissance du signal puisque, au contraire, ce terme 


est négligeable á cóté de (£). 


Le composant  périodique, dont Pamplitude est 
infiniment petite du second ordre, n'intervient done 
que par suite de sa correlation avec le signal avec 
lequel il donne le double produil 


1) - 

2 = ll). 

240 

Le spectre résultant de (A,) (signal) et (C,,) 

(composant á peu pres périodique) est done obtenu 
comme suit 

Soit y, Vordonnée du point courant M de (A,,) 

et y. Vordonnée, correspondant á la méme valeur 

de du point N de (€,,). L'ordonnée résultante 


I'oscillation (bruit incohérent) étant non 
corrélée avec A et €, le spectre moyen (B,,) est 
absolument indépendant des deux autres. 1 ajoute 
done simplement sa puissance au spectre résultant 
de (A,,) et (C.,.). 


: 
osci 
ed 
(B 
des 
'ONsi- 
le | 
| | | 
A 
ANTAS 
/ á 
| 
(fig. 15) 


Précisons, lá encore, que si a, (f) est Pamplitude 
á instant £ du terme de Rice en phase (ou en 
opposition de phase) avec le signal, la perturbation 


» we ( 
Fig. 15, 
g. 13 
) 
d'amplitude du premier ordre que subit le signal est 
] a, (t), et la puissance moyenne que fournit ce terme 
est 
1 


précédent et nous retrouvons encore Pindépendance 
des effets des deux composants de Rice, résultat 

¿ classique lorsque le systeme perturbé par le bruit est 
linéaire. 


22 
Aur; (FE) Tw¿A,la 


Spectres ABC Ss 
correspondantá un niveau 
dbscillation 
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double produit 


dépendance fréquence-amplitude 
ne modifie pas les puissances totales relatives AUX 
diflérents spectres. Elles sont toujours données 
par les formules du paragraphe IL.A.1.», 


introduit par la 


APPLICATION A L'OSCILLATEUR TG-TP. — Pre 
nons pour nouvel exemple Poscillateur « Tuned 
grid-tuned plate » représenté sur le schéma de la 
figure 17. Les caractéristiques du circuit oscillant 
de grille seront les mémes que celles des exemples 
précédents 


Q=1 0, 


f = Mc/s, r=1,259 


T¿= 


Den une amplitude stabilisée théorique de 1 Y, 
la constante de temps de réaction 7 vaut 


1 


230), '"rC 


ce qui donne pour largeur de raie du signal ( étant 


définiá partir de la formule (10): f 


/ 2 


Il est assez difficile dV'évaluer y. Nous utiliserons 
pour Pexemple choisi une formule, démontrée ante- 
rieurement [2], qui permet de calculer y á partir 
de la capacité interélectrode grille-plaque €; di 
—coeflicient de courbure de la caractéristique b, el 
de la résistance en paralléle du circuit oscillant de 

plaque vu des bornes plaque et cathode, R. Ona 
u=-— - 


R est de Pordre de 10%2 au voisinage de la réso- 
—mance. Pour C, = 3pF, et pour le circuit oscillant 
de grille donné dont la capacité vaut 
on a 


dVoú en définitive 


=0,8 (270c/s) ou —- 


d 
a 
f 
| 
3 
E 
' 
. , 
| 
Elle est du méme ordre que Je L 
— 
| 
| 
Am 
Y 
B 
| 
Fig. 16. 
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On évaluera de méme Pécart entre les maxima 
du spectre du bruit incohérent (B,,) et la raie 

— AAA 
moyenne de pulsation w.. On trouve 


= =3 37.10% (27 C/S). 
=.18.10 


Av 
/ 


La dépression centrale du spectre du bruit incohé- 
rent est donc trop étroite pour pouvoir étre décelée 
avec les moyens actuels. Les amplificateurs les 
plus sélectifs ont encore, en effet, une largeur de 
bande de quelques ke's dans les conditions d'uti- 
lisation les plus favorables. 

Par ailleurs, le signal de largeur 0,8 (27 c/s) 
doit étre encore assimilé á une raie parfaitement 
fine, 

On voit, en définitive, qu'il y a peu de différence 
"en pratique entre ce cas et celui d'un oscillateur 4 
fréquence indépendante de Pamplitude. 

Les divergences entre la théorie complete et la 
théorie simplifiée sont d'un ordre de grandeur trop 
faible pour étre décelées expérimentalement lorsqu'on 
mesure des puissances de bruit. Nous avons vu 
qu'au contraire ces écarts sont d'une grande impor- 
tance si Pon examine Pinfluence du bruit sur la 


» 
» 
Aw=08 2n -cycles 
sec 


$ 
310 2n-cyeles sec 
' 

Fig. 18. 


iréquence du signal. Cela provient de Pextréme 
precisión avec laquelle on sait comparer deux 
fréquences., 


3. La méthode du diagramme mobile appliquée 
au phénomeéne général. 


Lorsque les oscillateurs sont un peu compliqués, 
on en est réduit á rechercher des approximations, 
malheureusement les calculs deviennent trés vite 
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inextricables. ls donnent néanmoins des résultats 
qualitatifs et leurs résultats quantitatifs peuvent 


¿tre complétés par une méthode semi-empirique 
on construit, en utilisant les résultats expérimen- 
taux, le diagramme de Nyquist de Poscillateur. 


Fluctuations en position correspondant 
aux petites perturbations locales 


Fig. 19. 


Il est donc utile de rattacher encore les résultats 
précédents aux propriétés du diagramme de Nyquist 
mobile. On y parvient de la facon suivante 


A chaque niveau dVoscillation A, + va corres- 
pond un diagramme de NXyquist dont la position 
sur le plan complexe est définie á de petites fluctua- 
tions pres (fig. 19). Ces fluctuations sont dues aux 
petites irrégularités locales de sa produites par les 
chocs naturels successiís, 


Ces petites fluctuations en position sont négli- 
geables, de méme que les petites irrégularités locales 
de Pamplitude «VPoscillation sont négligeables á 
cóté de da. De plus, pendant un laps de temps de 
Pordre de > (durée de vie moyenne d'un niveau), 
lVamplitude «VPoscillation pouvant étre considérée 
comme constante, le diagramme est á peu pres 
fixe et se confond avec le diagramme de Nyquist 
de Poscillateur linéaire tangent. 

On est ainsi ramené, pour chaque valeur de 
Pamplitude, á un probleme apparemment linéaire, 
mais il serait faux, comme nous Pavons précisé 
plus haut, d'en déduire la largeur spectrale. Cette 
largeur est, en effet, imposée par la durée de vie 
du niveau et non par les propriétés du diagramme, 
pour le niveau donné. 

Considérant ensuite tous les niveaux possibles, 
on est amené á suivre les déformations du diagramme 
et á représenter sur le plan complexe la « trajec- 
toire de Poscillateur » [1]. 

Rappelons ce que nous entendons par lá : pour 
chaque position du diagramme existe un point 
correspondant á la pulsation réelle de Poscillation 
naturelle; c'est le lieu de ce point, lorsque le dia- 
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réso- 
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gramme se déforme, que nous avons appelé « tra- 
jectoire de Poscillateur ». 

Nous avons montré antérieurement quw'elle se 
réduit, au voisinage de la stabilisation théorique, 


un petit segment de droite passant par Porigine, 


trajectoire orthogonale du diagramme mobile (seg- 
ment AB de la figure 109). 

Les écarts á la moyenne de la fréquence instan- 
tanée du signal maturel sont donnés immédiate- 


ment par la position du point représentatif sur ce 


segment, et les valeurs limites de cette fréquence 
instantanée correspondent aux extrémités A et B 
du segment. 

Il serait cependant beaucoup plus difficile de 
déduire du graphique la largeur du spectre du signal. 
Comme nous Pavons vu, en effet, cette largeur ne 
peut étre obtenue qu'en tenant compte de la corré- 
lation existant entre les divers niveaux, corrélation 
qui n'est pas apparente sur le diagramme mobile. 


CONCLUSION. RÉDUCTION DE LA BANDE DE BRUIT. 


L'étude précédente nous conduit aux conclusions 
suivantes : 

10 11 rest généralement pas nécessaire, dans la 
détermination de la puissance du bruit qui se super- 
pose á la raie du signal, de tenir compte de la loi 
fréquence-amplitude. L'absence d'appareils de mesure 
assez sélectifs pour observer la « structure fine » 
du spectre de bruit dans le proche voisinage de la 
raie du signal autorise, en effet, Pemploi des formules 
approchées du paragraphe A. 

Il était cependant nécessaire de s'en assurer car 
nous avons constaté Pimportance de PefTet fréquence- 
amplitude dans «d'autres domaines d'application 
nécessitant une définition plus rigoureuse de la 
fréquence dV'oscillation 
maítres 


horloges radioélectriques, 


oscillateurs des émetteurs de radiodiffu- 


sion, etc. 


202 Le principal facteur qui influe sur la bande de 
bruit est la constante de temps de réaction 7 de 
Poscillateur. Nous conclurons done en discutant 
ici les conditions expérimentales qui influent sur ce 
facteur critique; pour cela, nous exprimerons les 
formules du paragraphe A á partir du paramétre -, 
et non plus de Pinductance mutuelle fictive de 
couplage M. 

Nous avons vu que = est relié simplement á 
Pinductance mutuelle fictive et aux autres données 
du circuit définies dans le texte : Sy b,r, €, L, wo 
par 
1 


(MS, 


VPoú Pon déduit rapidement : 


a. la largeur de la bande de bruit sur laquelle 
se détache la raie du signal 


Aw =-— MS. + rC)= 


b. la surface de cette bande de bruit ou, autre 
ment dit, la puissance de bruit recucillie sur | 
grille de la lampe en méme temps que le signal 
(dont nous avons supposé Pamplitude stabilisés 
égale á 1 V): 

k Ti T, r 
MMS +TrC) 4 


L'analogie qui est apparue entre Poscillateur sta- 
bilisé et un pendule amorti de méme constante de 
temps > conduit á généraliser la théorie, et ces 
formules, au cas oú Péquation d'oscillation serait 
beaucoup plus compliquée que celle que nous avons 
prise pour type. On pourra, par exemple, aborder 
gráce á elles Pétude de Poscillateur klystron. 


Relation d'incertitude entre largeur et puis- 
sance de bruit. 


Une remarque importante : le facteur = agit en 
sens contraire sur et sur 

Lorsque = croít, la puissance de bruit croit pro- 
portionnellement mais la bande de bruit se resserre 
autour de la raie centrale du signal. On aura done 
généralement intéréet á donner á 7 une valeur auss! 
réduite que possible, puisque la bande de bruit sera 
ensuite  limitée  naturellement par systemes 
sélectifs de sortie : c'est le cas, en particulier, de 
la spectrographie hertzienne ou Pamplificateur a 
une bande trés étroite, de Pordre de quelques kes 
pour une fréquence centrale de plusieurs Me s. 

On est limité, cependant, pour les faibles valeus 
de > par la forme relaxée que prend la porteuse, 
ce qui donne lieu á des inconvénients d'une autre 
nature : influence importante du circuit, de Pins 
tabilité des tensions d'alimentation, etc. 

Il y a évidemment une valeur de = optimum que 


Les conditions expérimentales optima. 


les 


Il est commode, dans la recherche des régls 
générales assurant une réduction du bruit, de $ 
- reporter á une expression significative de 7, que no 
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OSPECTRE DE 


avons indiquée dans un précédent Mémoire [1] 
et que nous rappelons 
710 
de du 
JU 
Av | 9U JU Y 
me da de 
da de 


U et Y sont les coordonnées du point courant du 
diagramme de Nyquist mobile (fig. 20). Ce sont donc 
des fonctions de Pamplitude a et de la pulsation s». 
Les dérivées partielles sont prises dans les condi- 
tions de la stabilisation, pour a = Ay et o 

Afin de nous ramener á des notations plus usitées, 


nous eflectuerons le variable 


changement de 
fait passer des coordonnées cartésiennes U, Y 
coordonnées polaires 2, 2. 
ment 


qui 
aux 
On trouve alors rapide- 


| de de de PER 
| da de de de | 

Les conditions assurant á 7 une valeur aussi 

petite que possible, c"est-á-dire á la bande de bruit 

parasite une grande largeur et une faible surface, 

apparalssent clairement 


4. L'amplitude stabilisée A, 
grande que possible. En 


doit ¿tre aussi 
WVPautres termes, on doil 
fonctionner aussi loin que possible de Vaccrochage 
sans trop relaxer, toutefois, la forme de la porteuse. 

b. Le dénominateur doit ¿tre grand lui aussi, 
or la condition 


du JV Jl 


de di 
de de da de 


da de du de 


est la condition d'acerochage [11]. 


Nous retrouvons sous une autre forme la 


réegle 
énoncée ci-dessus. 


OSCILLATEUR 


PERTURBÉ PAR LE BRUT 


Pour une distance a Paccrochage donnée, 


avoir une faible valeur. 


que possible. 


Les diverses conditions conduisant á un spectre 
de bruit tres étalé énumérées ci-dessus sont les 
mémes que celles qu'indique R. M. Lerner dans son 
Mémoire. Les conclusions que nous en tirons concer- 
nant les conditions expérimentales les plus favo- 
rables sont cependant strictement opposées et cela 
se comprend bien : 


WVautre signal que le bruit de sortie provenant 
dun bruit d'entrée amplifié avec une extréme sélec 
tivité, il est bien évident que Pon doit rechercher 
les conditions qui donnent un bruit de sortie aussi 


monochromatique que possible. 


I'oscillateur que nous avons examiné fournit 
au contraire, de facon autonome, un signal entre- 
tenu et quasi monochromatique. Nous cherchons, 
de notre cóté, á étaler le plus possible la bande de 
bruit de sortie de facon á pouvoir la découper, 


judicieusement. 


I'oscillateur de KR. M.- Lerner ne 


De plus, nous constatons que, bien que les hypo- 
theses de départ soient tres différentes, les mémes 
parameétres interviennent dans les deux cas de 
facon analogue. Cela provient de ce que la constante 
de temps de réaction = qui impose notre largeur 
spectrale et la constante de temps de Poscillateur 
linéaire tangent qui intervient dans la théorie de 
R. M. Lerner se confondent «au voisinage de Pacero- 
divergence entre les deux théories dis- 
parait done á la limite asymptotiquement. 


chage. La 


Nos résultats sont aussi en accord avec ceux de 
A. Spaelti [12] publiés en 19/8, néanmoins les conclu- 
sions de cet auteur sont les mémes que celles de 

di . 
R. M. Lerner (grande valeur de A ) pour les raisons 


”» 


indiquées plus haut. 


doil 
Cest dire que le déphasage 
apporté par la boucle complete « lampe d'entretien- 
circuit de couplage » doit varier tres peu avec la 
fréquence. La caractéristique de phase de cette 
boucle est alors trés applatie, et la réaction a un 
effet notable sur une large gamme de fréquences, 
On comprend que le spectre de bruit soit alors 
trés étalé. 
d. Le facteur a+ (7) doit étre, lui aussi, 
petit. étant voisin de 1, doit étre aussi 
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ANNEXE 1. 


a. Nous déterminerons la fonction de corrélation 
du dont 
termes aléatoires, infiniment petits du premier et 
du second ordre. Sa phase est aussi modulée par 
des termes infiniment 

Nous examinerons la forme des termes 
perturbateurs pour le cas quí nous intéresse, 

Soit 


signal Pamplitude est modulée par des 


petits. 
ensuite 


le signal légérement modulé en amplitude et en 
phase. Formons le produit V (0V (t + f*). On a, 
en négligeant les infiniment petits d'ordre supé- 
rieur + 2 exemple de la forme e, 2; (t + £*), 
Ph ..l: 


05 Apir(t) -— Anzz(t) 


+ 


cos| | . 
Prenons sa moyenne. On voit que le terme en 
nintervient pas. On a 


cos á variation rapide, 
de plus 


ce quí permet de ramener Fexpression 
A la forme plus simple 
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corrélation 


la fonction de moyenne se 


réduit á 
, 


| + + | ezo 


2 


9(t”) 


+ 


en posant 


(K, constante de proportionnalité trés petite). 
On peut aussi remarquer que (t + — 
garde longtemps une valeur trés faible et, tant quil 
en est ainsi, remplacer dans lexpression 
cos [y + — et sin (t + — (£)] par 
des développements limités aux premiers termes, 
On trouve alors pour fonction de corrélation 
moyenne lPexpression 


+ + +0") 
Y 


- 


(en négligeant les infiniment petits d'ordre supé- 
rieur á >) qui est, comme on le vérifie rapidement, 
une approximation de Pexpression (+5) tant que y (1) 
est petit. 

Sous la forme (25), on voit que Pexponentielle e- * 
conduit á un léger élargissement de la raie du signal, 
ainsi que de celle du composant périodique (élargis- 


sement évalué précédemment, 


) 
(04) 
¿tant une variable gaussienne, 


on vérifie sans peine que Pon a 


el 
*' 
Comme, de plus, dans le cas qui nous intéresse 
E (1) (1 + PE) et (f) varient avec £ beaucoup 


plus vite que cos [y + — (£)], Pexpression de 


t )| COS — sin 


Une trés légére modification est aussi apportt 
au spectre continu, correspondant á la fonetion de 
corrélation 


Ett) 


d(tt)= 
Y 


la largeur de corrélation de cette derniére fonction 


est beaucoup plus étroite que celle de la fon 
tion e- 
est différent de zéro, 


cos et par suite, tant que (1) (144) 


e?" est trés voisin de 1. Par 


ll ny a cependant pas lieu d'en tenir compte car 


ul 

- 

' 
ds 
- 

— 

1 


les, 


¡on 


SPECTRE DE 


ailleurs, pour les valeurs de £* rendant ez” diftó- 
rent de 1, 31 (0) 41 (1 est nul. 
Une approximation de Pexpression (25), est 
donnée par Pexpression (+6). On a, tant que ¿* mest 
pas trop grand 


D'oú 


et Pexpression (26) s'écrit 


1 


Le calcul de e, et ¿y, effectué plus loin, permet de 
lidentifier á Pexpression (13). 

Il est intéressant d'examiner á cette occasion, 
et de comparer avec le probléme traité ici, le cas 
oú la largeur de corrélation de ¡z (f) serait du méme 
ordre que celle de <, (f). C'est ce qui a lieu, comme 
on le vérifie facilement, lorsque le systeme attaqué 
par le bruit (supposé faible) est linéaire amorti. 
4 (1) reste toujours assez petit pour que Pon ait le 
droit VPutiliser Pexpression approchée (26). 

On vérifie aisément que, dans ce cas 


contraire, disparait avec 


+ 


La fonction de eorrélation V (0 V (1 
alors á 


1) se réduit 


+ 
, 


VinVusr, 


e 4 


. . . 
A la raie du signal, de puissance 


I  ÁA A 
, 


A;, se super- 


posent done deux spectres continus correspondant 
aux fonctions de corrélation 


I 
* 

2 


= 
) 


Un retrouve bien un résultat déjá mentionné. 
Nous le résumerons en disant que Pun des deux 
spectres continus composants est dú á la corréla- 


PUISSANCE PUN OSCILLATEUR 


PERTURBE PAR LE BRUIT 


tion de phase, tandis que Pautre est dú á la corré- 
lation VPamplitude. 

Nous autre forme Pindé- 
pendance des deux termes de Rice dans leur róle 
déphaseur et perturbateur d'amplitude. La non- 
linéarité conserve cette indépendance mais, ren- 
dant infinie la mémoire de phase du systéme, elle 
rend aussi infinie la largeur de corrélation de la 
phase et conduit á Pécrasement de Pun des deux 
spectres précédents, 


retrouvons sous une 


hb, Calcul des termes perturbateurs :, (1), e. (1) 
et (1). 


Nous envisagerons d'abord le cas d'un choc 
unique (á Pinstant tj) et nous déterminerons la 
variation d'amplitude instantanée qu'il apporte 
á la sinusoide théorique, sans nous préoccuper du 
déphasage. Ce dernier sera examiné ensuite. 

Si Pon appelle Aa, et Aa, les amplitudes a Pinstant 
du choc des composants élémentaires de Rice, en 
phase et en quadrature, on vérifie aisément, comme 
dans Pexemple du paragraphe 11.A.1.b, que les 
variations d'amplitude du premier et du second 


ordre apportées au signal théorique sont Ja, 
(Arts y 
et le 


Nous tiendrons compte ensuite de la décrois- 
sance exponentielle de ces perturbations, Poscilla- 
teur tendant vers le régime théorique. Pour cela, 
nous représenterons ce régime transitoire par 


Il suffit alors, pour mettre en évidence le dépha- 
sage produit par le choc élémentaire, de remplacer 
cette expression par 


- 


(Ya, )? 
Y 


) 
A 


(27) ru) =| Aa, 


sin | +- 
0 

Un dernier point reste á préciser : les équations (11) 
et (12), et par suite Pexpression (27) qui s'en déduit, 
ont été obtenues en négligeant les infiniment petits 
du second ordre dans la résolution de Péquation (8). 
Il faut maintenant déterminer ces infiniment petits 
du second ordre introduits par la non-linéarité. 
Pour cela, nous nous reporterons á Péquation (8) 
et nous en une approximation du 
second ordre. 

Considérant les termes du second ordre comme 


chercherons 


15 

175 | 
24) 
par | 
| 
pé- | 
mt, 
(15) - mais, 
nal, 

tion | 
Par | 


correctifs, on obtient en y remplacant V, et V, 
par leurs valeurs de premiére approximation 


V, = Art; 1) sin Y, = Aa, 


et en négligeant les harmoniques 2, 3, ... : 


+ y + 3 305 y 5(Aay 1) 
— 230 y )(Aas ) sin yt 


= 0 Gl Ga(t—1j). 
Les équations (11) et (12) devront donc étre rem- 
placées par 
(29) Vi+ 


—lem3 y S(Ya, y 


+3 emy e ont, 


G,(1 
(Bo) Vi+ojF.= wm Ga[t—1j) 
+ 2504 (Aa, ) t. 


L'équation (>»9) nous permet de préciser le dévelop- 
pement limité au second ordre de V,. En effet (la,)? 


est constant et (Ja)? lentement variable, 
on a donc 
3 2 
4) = — | simon. 
2AÁn 
/ 
( nec lo = 
V (1) vaut de méme 
2 
= (Arras) cos 


(il est inutile de développer V, au second ordre 
puisque ce terme est en quadrature avec le signal, 


, L que les termes du second ordre de son dévelop- 
pement limité conduiraient á des infiniment petits 
supérieur dans le calcul de Pamplitude 


résultante). 
Le calcul de 


nous donne une expression de méme forme que (27), 


(Ars. y? 


au terme e sin pres. On a, en effet 


(Arto 
Y 240 


+ An sino! 


| 


= (Ya) ej — 


- (da,)e 


240 


< sin + 


Aas 
Av 


Y. BLAQUIERE 


Ce terme supplémentaire est une intégrale conve. 
nablement choisie de Péquation (29) sans second 
membre. On a donc, en définitive 


(Aa. y? 
2 
(Ara, y a 
— —— e A 
2 la As 


On se raménera simplement au cas oú les chocs 
sont nombreux et répartis au hasard dans le temps 
en sommant sur les £;, On trouve enfin : 


(Aa )e 


, 


Act, 
, 


avec 


= 920, Ad) = q 100. 


-ANNEXE 11. 


Le signal dont nous voulons déterminer le spectre 
de puissance est formé de troncons de sinusoides, 
de méme amplitude A,, de méme pas 7, légere- 
ment déphasés de facon aléatoire les uns par rapport 
aux autres. Ces sauts de phase d'un troncons au 
suivant sont extrémement petits et indépendants 
les uns des autres. 

Le troncon de sinusoide débutant á Pinstant zéro 
a pour équation 


(1) = As sin o! (o<t<3Mo) 


(A1,, durée de vie de ce troncon). 
Celui qui débute á un autre instant /, a pour 
équation 


Val) = Ay sin(mul + Ab) (1<t t¡+ Mj). 


Le déphasage Ad au temps 1, est la somme de 
tous les petits sauts de phase antérieurs (3%). 
Ces derniers sont tantót positifs, tantot négatifs, 
Yo est done nul en moyenne et nous avons calcule 
antérieurement son carré moyen Ad»? [2]. 

Formons le produit y, (1) + (avec o 1 AM, 
et 1 t + te) dont la moyenne exprime la corré- 
lation du troncon origine et du troncon /,. On a 


sinoytsin[oyt + + Ab] 


Qu 


. 
"DE 
cd ex] 
re 
pel 
col 
de 
4 
] 


nve- 
'ond 


ro 


ou en transformant ce produit en diflérence de cos 
nit yal + 13; cos(w* +AD). 


— cos(201t + + 


¡0 Prenons la moyenne temporelle de cette 
expression quand £ varie de zéro á AX, [(* et 10 
restent fixes (fig. >1)]. Si nous supposons que la 
periode T, du train de sinusoide est tres faible a 


eoté de sa durée de vie A£,, on a 


+ +Ab)=0 


et le produit moyen y, (Oya se réduit á 


1 
= 
2 


licosoyt*cos 1 sinoyl sinAb. 
2 


et) 
y, trt*) 
t 
At | | At 
Fig. 21. 


29 Laissons toujours £* constant. Pour un grand 
nombre d'observations, 14% varie de facon aléatoire 
Y, (Oy, (+ 


et Pespérance mathématique de 


est (7) 


30 ¿tant une variable gaussienne, on a Pl 
Y 
' =e 


* 


li 


sinA =0, 


D'oú 


cost”. 


39 Le raisonnement étant valable quel que soit 
le troncon de sinusoide choisi pour origine, on voit 
que Pon peut confondre Fespérance mathéma- 
tique M. [142] avec sa moyenne temporelle, et que 


(*) Nous désignons une espérance mathématique par M[ ]. 
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Pexpression ci-dessus représente la fonction de 


corrélation moyenne du signal : 


1 Ad. 
cos 


On retrouve le résultat classique connu [3]. 


On a calculé antérieurement [2] la valeur de A? 
á partir de la résistance génératrice de bruit r et 
de sa température absolue T,. On a trouvé 


Ad? = . 


On a donc 


1 


Cos 


La largeur spectrale sS'en déduit immédiate- 
ment. On a 
z 


(32) Aw = 


ANNEXE 
Le probléeme est analogue á celui qui vient d'étre 
examiné dans Pannexe Il. Le signal est formé de 
troncons de sinusoides, de méme amplitude Ao, 
de durée moyenne 7, mis bout á bout. Cependant, 
nous supposerons ici que le pas des divers trains 
d'onde varie de facon aléatoire. 
Un troncon de sinusoide donné, débutant á 
Vinstant £*, differe du troncon commencant á Pins- 
tant zéro á la fois par son pas et par sa phase. 
Sa phase dépend de tous les troncons qui le précedent, 
au contraire son pas est indépendant des troncons 
antérieurs. 
Soit 
(4) = SiN avec 0o.<t. 


Péquation du troncon origine (%) et 


+ AD), avec t<t<£tji+Atj 


Péquation de celui qui débute á Pinstant £.. 
Formons encore le produit y, (t + avec 
o et On a 


0)= + Ab) 


ou 
1 
Vil) - cos[( — + Ab] 


(8) +, ne désigne pas, ici, la pulsation d'amorcage mais la 
pulsation du troncon origine. 


28 
I 
] 
re 
PS, 
rt 
ts 
| 
, | 
d 


¡9 Prenons la moyenne temporelle de cette expres- 

sion quand varie de zéro á A£, ((*, et restent 

fixes). Les variations de cos[(w + mpyl + wt* + Ad] 
sont encore tres rapides et Pon a toujours 


cos[(0 + Ad] = 0, 

Comme “ reste toujours trés voisin de y, les varia- 
tions de cos [(m —wp 1 + wt* + Ad] sont au con- 
traire tres lentes et la moyenne temporelle de 
(Oy, + P*) se réduit á 


pour 
ou 
costo +AD)eosi — 00 )£ 
tos i Af). 
mp) E restant trós faible (+ tres voisin de 
tf. on peut remplacer cos et 
sin (m par les premiers termes de leurs 
développements de Taylor et écrire 
— 1212 so CAL, 
2 


sin(o — 04) =(0— — 


On a donc, en définitive 


Af; * 
Vil) ya lt cosíwt* + Ab) 
4 2 ) 


— [Co — wm) sintot*-- Ad). 


22 Supposons fixe Pintervalle (* et la phase A0, 
el wm —+«w,y variable de facon aléatoire sur un grand 


nombre d'observations. Déterminons alors Vespé- 


rance mathématique de y,(0) ya, (t + €). On a 


Al; 
2 
. 
(o —w) My sin(w0/* + AD) 


m my est tantót positif, tantót négatif, et Pon 

a M. =0, de plus reste trés voisin 

de w. pulsation du régime stabilisée théorique, 

Pexpression ci-dessus se réduit donc á 
Meri) 


=- Ajcos (0, +AD) 3M. os — m4)? — 


BLAQUIERE 


30 P* étant encore fixe, il ne nous reste plus qu'á 
supposer 14 variable de facon aléatoire sur un grand 
nombre d'observations et á déterminer lespérance 
mathématique de Pexpression précédente. On trouve, 
comme dans lPannexe Il : 


cosíim,t*- Ab) ¡=e * Cos wm, 1* 


D'oú, en définitive 


1 / Mo: Ab 


M 


1 On remarque encore que le raisonnement reste 
valable quel que soit le troncon de sinusoide choisi 
pour origine. On a done encore le droit de confondre 
les espérances mathématiques qui figurent dans 
lPexpression ci-dessus avec les moyennes temporelles, 
La fonction de corrélation moyenne du signal est 
done 


(0 — 04 )? 6 | e * coso, 


my)? étant petit, on peut mettre (£*) sous 


avec 
Mo 


la forme équivalente au second ordre suivante : 


avec, comme on le montre gisément, 


(o — 04) = — )?. 


Il nous reste á expliciter 142, 


Calcul de Les déphasages des divers 
trains d'onde sont comptés par rapport a une 
sinusoide servant de repere, de période T.. Cette 
derniére représente Poscillation théorique qui serait 
eflectuée si le bruit n'intervenait pas. Ces décalages 
seront déterminés par la comparaison des durtes 
de N eyeles du signal réel et de N eyeles du signal 
théorique. Néanmoins comme le pas du signal réel 
ne reste constant que sur des intervalles de durée 
moyenne 7 (durée moyenne d'un train donde), 
il faudra examiner Pavance ou le retard pris par 
le signal réel sur le signal théorique pendant la 
durée de chaque train d'onde. On en déduira ensuite 
le carré moyen de Pécart de marche résultant sur 
une longue durée. 


EN 
—— 
| 
5 
La 
| 
y 
L: 
de 
es 
> 
to 
al 
tl 
hi 
> 
| 
* 


us 


Le nombre de cycles de Poscillation théorique, 
de période T., sur un intervalle 7 est 


le méme nombre de eycles n, est 


==nT. 


La diflérence des durées du train d'onde réel consi- 
déré et du train dV'onde théorique correspondant 
est done 

N =n(T-—- 


Un intervalle de longue durée comprend 


y =_ intervalles de durée 7. Cest-á-dire qu'il est 


formé en moyenne de y trains d'onde de pas aléa- 
toire. Ces divers trains d'onde présentent par rapport 
au signal théorique des écarts de marche qui s'addi- 
tionnent algébriquement et dont la moyenne au 
bout du temps est nulle. 

Le carré moyen de Pécart résultant au bout du 
temps * a done pour valeur 


Y l= . 
( F ) 
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Cet écart de marche, produit par les fluctuations - 
de fréquence des troncons successifs, est équivalente 
á un déphasage Ad de carré moyen 


On peut exprimer á partir de la loi 


de dépendance fréquence-amplitude, puisque ce 
sont les variations aléatoires de Pamplitude qui 
réagissent sur le pas des trains d'onde successifs. 
On obtient aisément la relation 


(==)- ( +) lila— 4.)?. 
4 


D"oú, en définitive 


3uUN? 
| 


Remarque. On ne tient pas compte dans 
'alcul des déphasages produits par les composants 
déphaseurs des impulsions élémentaires; nous nous 
placons dans le cas oú ces derniers sont négligeables 
á coté des écarts de phase dus aux fluctuations de 
fréquence des troncons successifs. 

ll West pas diflicile de généraliser le résultat. 
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